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t✉r✐♥❣ st❡♣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐s♣r✐♥t❡❞ ❛r❡❛s ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧✐③❡
❛ ❜✉✐❧t✲✐♥✱ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✈♦❧✉♠❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ P❈❇ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❥❡t ♣r✐♥t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t♦r s②st❡♠
✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝✲
t♦rs ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧② ♦❜t❛✐♥ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙♦❧❞❡r ❏♦✐♥t ❋❡❛t✉r❡
❈♦✈❡r❛❣❡✱ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ✐❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t ♣❛✲
r❛♠❡t❡r t❤❡ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
tr✉❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ s♦❧❞❡r
❥♦✐♥ts s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣ ✇❡r❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts
❢♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❘■❊❋ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❞ ❛ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤
❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❍❛r❛❧✐❝❦✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② ❢❡❛✲
t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✭♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞✮ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤❡s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♦❢ t❤❡ P❈❇✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐s ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥t♦ s❡♣❛r❛t❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❤✉❧❧s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥
s♦✉r❝❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❦✐t ✭❱❚❑✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✇❡r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ◆❱■❉■❆✬s ●P❯
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❈❯❉❆ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡❧✬s t❤r❡❛❞✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✭❚❇❇✮ t♦ r✉♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝❤❛✐♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛♥❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✲ ❛♥❞
✻
❆❜str❛❝t
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t ❜❛s❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✷✪ ❢♦r ❧❛r❣❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵ ♥❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡r✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ✐s ✶✹✪✳ ❚❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✈♦❧✉♠❡s t♦ ❜❡ ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
♣r✐♥t❡r t♦ ❝♦rr❡❝t ❡rr♦rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡✇✐t❤✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②
❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞✳
✼
❑✉r③❢❛ss✉♥❣
❑✉r③❢❛ss✉♥❣
❉❛s P❈❇ ❏❡t Pr✐♥t✐♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✉♠ ▲♦t♣❛st❡ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤✲
❛❜❧♦♥❡♥ ❛✉❢ ▲❡✐t❡r♣❧❛tt❡♥ ✭P❈❇ ✲ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝t✉✐t ❜♦❛r❞✮ ③✉ ❛♣♣❧✐③✐❡r❡♥✳ Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❆✉sst♦ÿ✈♦r✲
r✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s ▲♦t♣❛st❡♥❞r✉❝❦❡rs ✇❡r❞❡♥ ▲♦t♣❛st❡♥trö♣❢❝❤❡♥ ❛♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❣❡s❝❤♦ss❡♥✳
❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❡r❧❛✉❜t ❡s ✢❡①✐❜❧❡r❡ ▲❡✐t❡r♣❧❛tt❡♥❧❛②♦✉ts ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉ ❡rst❡❧❧❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❱✐s❦♦s✐tät ❞❡r ▲♦t♣❛st❡ ❦ö♥♥❡♥ ▲✉❢t❜❧❛s❡♥ ✐♥ ❞❡r ❑❛rt✉s❝❤❡ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ s❡✐♥✳ ❉✐❡s❡r
❯♠st❛♥❞ ❦❛♥♥ ③✉ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❛♣♣❧✐③✐❡rt❡♥ ▲♦t♣❛st❡♥♠❡♥❣❡ ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥
❋❡❤❧❡♥ ❡✐♥❡s ▲♦t♣✉♥❦t❡s ❢ü❤r❡♥✳ ■♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣s❧✐♥✐❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥❡ ■♥s♣❡❦t✐♦♥ss②st❡♠❡ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r
▲❛❣❡ ③✉ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥❡ ▲❡✐t❡r♣❧❛tt❡ ❦♦rr❡❦t ❜❡❞r✉❝❦t ✇✉r❞❡ ✉♥❞ s♦♠✐t ✇❡✐t❡r✈❡r✇❡♥❞❜❛r ✐st✳
❊✐♥❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡r P❧❛tt❡♥ ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❙❝❤r✐tt ♠✐t ✈❡rtr❡t❜❛r❡♥ ❑♦st❡♥ ✉♥❞ ❆✉❢✇❛♥❞ ❥❡✲
❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐♥t❡❣r✐❡r❜❛r❡♥ ✉♥❞
♦♥❧✐♥❡✲❢ä❤✐❣❡♥ ■♥s♣❡❦t✐♦♥ss②st❡♠s ✉♠ ❞❡♥ ❉r✉❝❦♣r♦③❡ss ③✉ ü❜❡r✇❛❝❤❡♥✳ ❉❛③✉ s♦❧❧ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥
❞❡r ▲♦t♣✉♥❦t❡ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ ✉♠ ❞✐❡s❡s ❜❡✐ ❇❡❞❛r❢ ③✉ ❦♦rr✐❣✐❡r❡♥✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ▲❡✐t❡r♣❧❛tt❡ ❞❡♥
❉r✉❝❦❡r ✈❡r❧ässt✳ ❙♦♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ r❡❞✉③✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡s ❙②st❡♠s ❡r❤ö❤t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡rtr✐s❝❤❡ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ❡t❛❜❧✐❡rt✳ ❉✐❡s ❜❡✐♥❤❛❧t❡t
❞❛s ❉❡s✐❣♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❉❡♠♦♥str❛t♦rs②st❡♠s s♦✇✐❡ ❡✐♥❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ③✉r ❉❛t❡♥❡r❢❛s✲
s✉♥❣✱ ✲♣r♦③❡ss✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s✇❡rt✉♥❣✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ♥❡✉❛rt✐❣❡r ❆♥s❛t③ ❢ür ❞✐❡ ❑❛♠❡r❛❦❛❧✐❜r✐❡r✉♥❣
✐♠ ♥❡✉ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ✉♥❞
ü❜❡r ❞❡♥ ✷❉ ❘❡♣r♦❥❡❦t✐♦♥s❢❡❤❧❡r s♦✇✐❡ ❞❡♥ ✸❉ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❡✈❛❧✉✐❡rt✳ ❯♠ ❡✣③✐❡♥t ❇✐❧❞✲
♠❡r❦♠❛❧❡ ③✉ ❡①tr❛❤✐❡r❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡ ▼❡r❦♠❛❧s❡①tr❛❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ✲❞❡s❦r✐♣t♦r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❙❦❛❧❡♥r❛✉♠♣r♦③❡ss✐❡r✉♥❣ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❋ür ❞✐❡ ❊✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡
❡✐♥ ♥❡✉❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✭❙♦❧❞❡r ❏♦✐♥t ❋❡❛t✉r❡ ❈♦✈❡r❛❣❡ ✲ ❙♦❧❋❡❈ ✮✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❆❜❞❡❝❦✲
✉♥❣ ❞❡r ▲♦t♣✉♥❦t❡ ♠✐t ❇✐❧❞♠❡r❦♠❛❧❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❉✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡r ❜r✐♥❣t ❞❡♥ ❋❆❙❚ ❉❡t❡❦t♦r
❛❧s ❣❡❡✐❣♥❡t❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❤❡r✈♦r✳ ❉❛s ❦❛❧✐❜r✐❡rt❡ ❑❛♠❡r❛♠♦❞❡❧❧ ✇✉r❞❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❘❡❦♦♥str✉❦✲
t✐♦♥ ③✉r ♠♦❞❡❧❧❜❛s✐❡rt❡♥ P✉♥❦t❦♦rr❡s♣♦♥❞❡♥③❦♦rr❡❦t✉r ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡r ❙❝❤r✐tt ✐♠ ◆❛❤❜❡r❡✐❝❤
❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣s❜✐❧❞❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ▲♦t♣✉♥❦t❡ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣
❞❛rst❡❧❧t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❱❡❦t♦r❞✐st❛♥③✲ ♦❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧♠❛tr✐①✲ ❜❛s✐❡rt❡ ❑♦rr❡❦t✉r ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞
✐st✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✭❊rst❡❧❧❡♥ ✈♦♥ P✉♥❦t❦♦rr❡s♣♦♥❞❡♥③❡♥✮ ✇✉r❞❡ ü❜❡r ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞ r❡❝❛❧❧ s♦✇✐❡ ü❜❡r ❞❛s ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐s ❜❡✇❡rt❡t✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❇❘■❊❋ ❉❡s❦r✐♣t♦rs ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❍❛♠♠✐♥❣✲❉✐st❛♥③ ❜❛s✐❡rt❡♥
❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡r ❑❛♠❡r❛♠♦❞❡❧❧✲❜❛s✐❡rt❡r ❑♦rr❡s♣♦♥❞❡♥③❦♦rr❡❦t✉r✳ ❉✐❡ ▲♦t✲
♣✉♥❦tr❡❣✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇✐❧❞❡r ✇❡r❞❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❚❡①t✉r✲❜❛s✐❡rt❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❚❡①✲
t✉r♣❛r❛♠❡t❡r ♥❛❝❤ ❍❛r❛❧✐❝❦ ❞❡t❡❦t✐❡rt✳ ❙♦♠✐t ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ▲♦t♣✉♥❦t♠❡r❦♠❛❧❡ ✇❡✐t❡r ✈❡r❛r❜❡✐t❡t✳
▼✐tt❡❧s ❛♥❣❡♣❛sst❡r ❑❛♠❡r❛♠♦❞❡❧❧❡ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❦♦rr❡s♣♦♥❞❡♥③❡♥ ③✉r ✸❉ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥
❡✐♥❡r P✉♥❦t✇♦❧❦❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ü❜❡r❢ü❤rt ✇♦❜❡✐ ❥❡❞❡s ❈❧✉st❡r ❡✐♥❡♥
▲♦t♣✉♥❦t ❞❛rst❡❧❧t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❥❡❞❡ ▲♦t♣✉♥❦t✇♦❧❦❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❦♦♥❦❛✈❡ ❍ü❧❧❡ ✈❡r♠❛s❝❤t
✉♥❞ ❣❡✜❧t❡rt ✉♠ ❆✉sr❡✐ÿ❡r ③✉ ❡❧✐♠✐♥✐❡r❡♥✳ ❆✉s ❞❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❍ü❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s ❱❚❑ ✭✈✐✲
✽
❑✉r③❢❛ss✉♥❣
s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❦✐t✮ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ Pr♦③❡sss❝❤r✐tt❡ ✇✉r❞❡♥ ♠✐tt❡❧s
◆❱■❉■❆✬s ●P❯ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❈❯❉❆ ✉♥❞ ■♥t❡❧✬s ❚❤r❡❛❞✐♥❣ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❧♦❝❦ ✭❚❇❇✮ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡rt
✉♠ ❖♥❧✐♥❡❢ä❤✐❣❦❡✐t ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳
❉✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣s❦❡tt❡ ❡♥t❤ä❧t ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❑❛♠❡r❛❦❛❧✐❜r✐❡r✉♥❣✱ ▲♦t♣❛st❡♥✲
✉♥❞ ▼❡r❦♠❛❧s❞❡t❡❦t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❙❝❤r✐tt❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲♦t♣❛st❡♥✲P✉♥❦✇♦❧❦❡ s♦✇✐❡ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r
❘❡❢❡r❡♥③✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ♠✐tt❡❧s str✉❦t✉r✐❡rt❡r ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣ ❡rst❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ❡✈❛❧✉✐❡rt✳
❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱♦❧✉♠✐♥❛ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▲♦t♣✉♥❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ✈♦♥ ♠❡❤r
❛❧s ✸✵ ♥❧ ❜❡trä❣t ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✶✷✪✱ ✇❛s ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❞❡s ▲♦t♣❛st❡♥❞r✉❝❦s ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡rt✳
❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡trä❣t ✶✹✪✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ✉♠❣❡s❡t③t❡ ♦♥❧✐♥❡✲❢ä❤✐❣❡ P✐♣❡❧✐♥❡ ❦ö♥♥❡♥ ❱♦✲
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❤❛s s♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ P❈❇ ❥❡t ♣r✐♥t✐♥❣
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❋♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❡♥❝✐❧s ✇❛s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
s♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ❞❡❧✐✈❡r② t✐♠❡✱ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ st♦r✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ P❈❇ ❧❛②♦✉ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✉♣ t♦ ✶✵✵ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r ❝♠✷✮✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❡♥❝✐❧s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❡❞ ❧❡ss ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧❞❡r ✭t❤✐♥ st❡♥❝✐❧✮ t❤❛♥ ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✭t❤✐❝❦ st❡♥❝✐❧✮ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❙t❡♥❝✐❧s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉s❡ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts
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❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❈✿ ❚❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② st❡♣♣❡❞ st❡♥❝✐❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♠❛❧❧
❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❉✿ P❈❇ ❏❡t ♣r✐♥t✐♥❣ ♦✛❡rs ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♣r✐♥t✐♥❣ ❛♥② ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡
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❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ st❛t❡♠❡♥ts ✐❢ ❛ ❜♦❛r❞ ✐s ♣r✐♥t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ♦r ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳
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❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❥❡t ♣r✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ q✉❛❧✐t②
❛ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❙P■ ✭❆❖■✮ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢
t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❛s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐ss✉❡s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s ❛t
❛♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧t✲✐♥ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♠✐s♣r✐♥t❡❞ ❛r❡❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ P❈❇ ✐s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥t❡r✳ ❚❤❡ t❡r♠s
♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣s ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t✉♣ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ✇✐t❤♦✉t ❤✐❣❤ ❝♦sts ❛♥❞ ❡✛♦rt✳ ❖♥❧✐♥❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧
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✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ✉♣✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s s②st❡♠✱ ✈❛r✐♦✉s
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
■♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ❛✉s♣✐❝✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♦✈❡rr❡❛❝❤✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡✇✐t❤✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✸❉
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
❼ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✮
❼ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❼ tr✐❣❣❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❼ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❼ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❼ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❊✈❡r② st❡♣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ ♦r ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❝❛♠❡r❛
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥
♦❜❥❡❝t ✐♥ ✸❉ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛s t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❝❛♠❡r❛ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝❛♠❡r❛s ♥❡❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✸❉
♣♦✐♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r s❤♦✉❧❞ st❛② ❜❡❧♦✇ ✺✹ ➭♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡♣♦s✐t ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦t
❬▼②❞✶✵❛❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜ ❣♦❛❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ ❛✐♠✳ ❋♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞
✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
❤❛♥❞❧❡s ✈❡r② s❤♦rt ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✲ ✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧
❛①✐s✮ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ P❈❇ ✲ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①✲
❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦♣❡r ♠❡t❤♦❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥✱ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❞❡♠♦♥✲
str❛t♦r s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ✉♣✳ ◆♦t ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡
✜♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥t❡r✳
✻
❈❤❛♣t❡r ✶ ✶✳✹ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤
✶✳✹ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤
▼✉❧t✐♣❧❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥
s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✮ ✐s
♣✉rs✉❡❞✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ✉♣ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳ ❋♦r ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s②st❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r✱ ✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r✐♥t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ■♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❝❧❛r✐✜❡s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛✱
✇✐t❤♦✉t ❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐s t❤❡ ♣r✐♥t❤❡❛❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s ♦♥❧② t✇♦
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✇❤❡♥ ❛tt❛❝❤✐♥❣
✐t ♦♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❤❡❛❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t ♠✉st ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❤❡❛❞✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵✲✷✵ ♠♠ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❧❡♥s✮ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❲❤❡♥
✐♠❛❣✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♣❛❝❡r
r✐♥❣s✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ st♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ t♦ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❜r✐❣❤t♥❡ss
❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ♣r♦♣❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ t♦ s❛✈❡ ✇❡✐❣❤t ❛t t❤❡
♣r✐♥t❤❡❛❞✱ ❜❛r ❧✐❣❤ts ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r✐♥t✐♥❣ ❛r❡❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ P❈❇
❧❛t❡r❛❧❧②✳ ❚❤❡s❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥♦✈❡❧ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♣t✉r❡s ✐♠❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡
r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r
❥♦✐♥ts✳ ❋♦r t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲❝❛s❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❋♦r t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t❤❡ t❡r♠ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡
♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♠✉st
❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✉♣♣♦s❡s ❛♥ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs
❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ♣r♦♣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❋♦r ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ✲ ❙♦❧❋❡❈✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ❢❛❧s❡
❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s t❛s❦✱ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♠✉st ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✉s❡
♦♥❧② ❝♦rr❡❝t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆t t❤✐s
st❡♣✱ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝❤❛✐♥ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣✱ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✼
❈❤❛♣t❡r ✶ ✶✳✹ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤
✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ ❞✉❡ t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡s❡ st❡♣s
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣
✸❉ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ❉❡t❛✐❧❡❞ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ P✐♣❡❧✐♥❡
❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❈✰✰ ✉♥❞❡r ▲✐♥✉①✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♥t❡r r✉♥s ♦♥
t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ❢❛st ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛❧❧❡❞ ■♥t❡❧ ❚❤r❡❛❞✐♥❣ ❇✉✐❧❞✐♥❣
❇❧♦❝❦s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ◆❱■❉■❆✬s ❈❯❉❆ ❛♥❞ ❖♣❡♥▼P✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t♦r s②st❡♠ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ P❈❇s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦r ❢❡❛t✉r❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠✳
✽
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✶ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✲ ◗✉❛❧✐t② ❆ss❡ss♠❡♥t
✷ ❇❛s✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt
✷✳✶ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✲ ◗✉❛❧✐t② ❆ss❡ss♠❡♥t
✷✳✶✳✶ ■♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ❆♥❛❧②s✐s
❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❙P■ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝t s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①✲
❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ✈✐s✐♦♥ s❡t✉♣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ♦r ❝♦❧♦r ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✇❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t✉♣s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦st ❡✛❡❝t✐✈❡✳
❈♦❧♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ s♦❧❞❡r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ P❈❇ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r s♣❛❝❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❧②
r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ s♦❧❞❡r✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡ ✐♥t♦ t❤❡
❍❙❱ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭❙✲❝❤❛♥♥❡❧✮ ❜❛s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s
✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ s♦❧❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❙▼❉ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♠❛✐♥✳
❚❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✭❱✲❝❤❛♥♥❡❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s♦❧❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❥✉♥❝✲
t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙▼❉✳ ❆❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
✜❧t❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s♦❧❞❡r r❡♠❛✐♥s✳ ❲✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ P❈❇ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❡❞ s♦❧❞❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ t♦ r✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❬❙▲✶✷❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ tr✐❡s
t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❆♥ ❘●❇ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t s♦
❝❛❧❧❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❝♦❧♦r ❢❡❛t✉r❡s ✭❇■❈❋✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
r❡❞✱ ❣r❡❡♥✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✮ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛
✾✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ ♣②r❛♠✐❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❞♦✇♥ s❛♠♣❧❡❞✱ ✐s
s❡t ✉♣✳ ❋r♦♠ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✶✷ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❊✈❡r② ♠❛♣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
❛ ✹ × ✹ ❣r✐❞ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡t✉♣ ❛ ✶✾✷ ❡❧❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ❢♦r
t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❣♦♦❞ ❛♥❞ ♣♦♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✾✼✪ ❬❏❈❚✶✷❪✳
❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s ♦r ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳
▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s ❝♦♥s✐❞❡r ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss ✭▼PP✮ ❝♦♥s✐❞❡rs ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❝❧✉st❡rs ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬❇❑❏❏✶✸❪✱ ❬❉❩✵✷❪✳ ❆✲♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❇❡♥❡❞❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬❇❑❏❏✶✸❪ ✉s❡ ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss
t♦ ❞❡t❡❝t s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜❛❧❧ ❣r✐❞ ❛rr❛② ✭❇●❆✮✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝r❛❝❦s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤✐♣ ✐s
♣❧❛❝❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✇❤❡♥ s♠❛❧❧ ❤♦❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✺✵ ✲ ✶✷✵ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts
t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✜✈❡ t♦ t❡♥ s❡❝♦♥❞s✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✾✾✳✾✻✪ ❢♦r s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❞ ✾✷✳✹✵✪ ❢♦r
✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✶ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✲ ◗✉❛❧✐t② ❆ss❡ss♠❡♥t
❤♦❧❡s✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤♦s❡ s②st❡♠s ✐s✱ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ ❛✲♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t
s♣❡❝✐✜❝ t♦ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t ❡rr♦rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳
❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❆◆◆s✮ ❢♦r s♦❧❞❡r ♣❛st❡
✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❲❩❑▲✵✽❪✳ ▼✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✸❉ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❧❛s❡r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s♦❧❞❡r
♣❛st❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛r❡❛✱ s❤❛♣❡
❛♥❞ ❝♦❧♦r ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛r❡❛s❬❑❨❲❨✵✻❪✳
✷✳✶✳✷ ✸❉ ■♠❛❣✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❆♥❛❧②s✐s
▲❛s❡r ▲✐♥❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❋♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s ❢❛♥♥❡❞ ♦✉t t♦
❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇✳ ❆ ❝❛♠❡r❛ ❛❝q✉✐r❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✱ ✇❤♦s❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞
t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ✭♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ P❈❇✱ ❧❛s❡r ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛✮ ✐s ✉s❡❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ❬❑▼✽✽❪ ❬▲❙❩❉✵✼❪✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❞ t❤❡ P❈❇ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤✐s s❤✐❢t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❬❖❑❖+✾✺❪✳
❆ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✱ s✐♥❝❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❧✐❦❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ s❤❛❞✐♥❣s
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❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❝❛✉s❡❞ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ s❤✐❢t ∆x ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Θ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢
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❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧❡❛❞ t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❬❯▼●✶✷❪✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡❞ ❢♦r s♣❛❝✐❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
❬❇❑✽✼❪ ♦r t❡♠♣♦r❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ ❬❙P❇✵✹❪✳ ❆ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r t❤❡ ❙P■ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r
❧✐♥❡✬s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
❬❍✈❆❈▲✾✻❪✳
❈♦❧♦r ❈♦❞✐♥❣ ■♥ ❝♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦❧♦rs
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❬P❈✵✾❪ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❬▲▲✾✾❪ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s
❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ❝♦♥t❛✐♥s ♦❢ r❡❞✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡
❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ❜② ❛ ❝❛♠❡r❛✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❛r ❛r❡❛s ❛♣♣❡❛r ✈✐♦❧❡t✱
✇❤✐❧❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❛r❡❛s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦❧♦r
❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ st❛t❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳
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✲ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧✐❣❤t ❝♦❧♦r ✭r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮✳ ❆ ♣❧❛♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s ✭♣✉r♣❧❡ ❛r❡❛✮ ❈✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❛r❡❛s
✲ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❬P❈✵✾❪✳
▼♦✐ré ❆♥❛❧②s✐s ❚❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✐ré ❢r✐♥❣❡s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t
♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡s❡ ❢r✐♥❣❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣r❛t✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✇✐st❡❞
❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ α✳ ❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛st❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣r❛t✐♥❣s ❞❡✜♥❡ t❤❡
♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦✐ré ❢r✐♥❣❡ ❬❇❋❍✵✶❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ✜rst ❣r❛t✐♥❣ ✐s
♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡♥s ♦♥t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛t✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ♠♦✐ré ❜❛s❡❞ ❤❡✐❣❤t ♣r♦✜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❧✐❣❤t r❛②s ❛r❡ ♣❛ss✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞❡♥s❡r ❛r❡
str✉❝t✉r❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣r❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❛t✐♥❣ ✐s t❤❛♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡♥s ♦♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳
❆ str✉❝t✉r❡ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❧❡♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ1✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❡ r❛② ❤✐ts t❤❡
✈✐❡✇✐♥❣ ❣r❛t✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ❧❡♥s ✉♥❞❡r ❛♥❣❧❡ θ2 ❛♥❞ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❈❈❉ ❆rr❛② ❬❈❑✾✽❪✳
❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ Pr♦✜❧♦♠❡tr② ❛♥❞ P❤❛s❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t Pr♦✜❧♦♠❡tr② ❙✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♠♦✐ré ❛♥❛❧②s✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❧❛♥❡
✈✐❛ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ❝❛♠❡r❛✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛❝q✉✐r❡s
❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣r❛t✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✶❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♠❛✐♥s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❛r✐❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡❬❚▼✽✸❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❬❙❈✵✶❪
❙t❡r❡♦ ❱✐s✐♦♥ ◆❛❦❛③❛✇❛ ❡t ❛❧✳ ❬◆❙✶✹❪ ❛♥❞ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬▲❇❑P✶✻❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ❙P■✲▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞
♦♥ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚✇♦ ❝❛♠❡r❛s✱ t❤❛t ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r✐♥❣ ❧✐❣❤t ❛❝q✉✐r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧❞❡r
❥♦✐♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ❛❝q✉✐r❡s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥
❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✶✷
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✶ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✲ ◗✉❛❧✐t② ❆ss❡ss♠❡♥t
P❈❇
❈❛♠❡r❛ ✶ ❈❛♠❡r❛ ✷
❘✐♥❣ ▲✐❣❤t
❙✉r❢❛❝❡ ◆♦r♠❛❧
♦❢ P❈❇❙♦❧❞❡r ❏♦✐♥t
❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ▲✐❣❤t
❙✉r❢❛❝❡ ◆♦r♠❛❧
♦❢ ❙♦❧❞❡r ❏♦✐♥t
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❙P■ ✲ r✐♥❣ ❧✐❣❤t ❝r❡❛t❡s r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❜② t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛♠❡r❛ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬▲❇❑P✶✻❪✳
❙❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❙❤❛❞✐♥❣ ❙❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❙❤❛❞✐♥❣ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✸❉ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
❢r♦♠ ✐ts s❤❛❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t s❤❛❞✐♥❣ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❤❛s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❤❡✐❣❤t ✭z = 0✮ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t
❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❉✉❡ t♦ ✈❛r②✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t P❈❇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦r ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ P❈❇✬s ❞❡s✐❣♥ ❞❛t❛ ✭❣❡r❜❡r ✜❧❡s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬❑♦♥✵✽❪✳
❆✉t♦♠❛t❡❞ ❳✲❘❛② ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ■♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❳✲r❛② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✭❆❳■✮ ❛♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡ ♦❢
t❤❡ P❈❇ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ P❈❇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦♥✬t ❛❧❧♦✇ ❛
❞✐r❡❝t ✈✐❡✇ ♦♥t♦ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛t ❛ ❇●❆ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤✐♣ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✷❉ ❳✲r❛②
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✇✐t❤✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❞❡❢❡❝ts✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✭❡✳❣✳ s♠❛❧❧ ❝r❛❝❦s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✷✳✻✳ ❚❤❡ ❆❳■ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❡rr♦rs ❜✉t ♥❡❡❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❳✲r❛② ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s
❤✐❣❤ ❝♦sts ❬❚▼❚❋✵✼❪✳
✶✸
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✶ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✲ ◗✉❛❧✐t② ❆ss❡ss♠❡♥t
❙▼❉
P❈❇s♦❧❞❡r ♣❛❞
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥
s✉r❢❛❝❡ ♥♦r♠❛❧
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
s②st❡♠
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ❙❏■ ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ s❤❛❞✐♥❣✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts
s❤❛❞❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢♦r ❤❡✐❣❤t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬❑❈▼P✾✾❪✳
❇
❈
❉
❇●❆ P❛❝❦❛❣❡
❙✉❜st❛t❡
❆ ❇ ❈ ❉
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❆❳■ ♦❢ ❛♥ ❇●❆ ❆✿ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡①❛♠✐♥❡❞ s❧✐❝❡s❀ ❇✲❉✿ s❦❡t❝❤ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡s ♦❢ s❧✐❝❡s ❇✲❉✳ ❉❡❢❡❝ts
❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛t s❧✐❝❡ ❇ ✭❛rr♦✇s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❬❚▼❚❋✵✼❪✳
✷✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✸❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❧✐❦❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t✳ ▼❡t❤♦❞s ✇✐t❤♦✉t ❛ ✸❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
r❛t❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❞✴♦r ❡rr♦rs ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t
t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r ✾✾✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✷❉ ♠❡t❤♦❞s
r❡❧② ♦♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✳ ■❢ t❤❛t ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛ss✉♠❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ▲❛s❡r ❛♥❞ ▼♦✐ré ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❜❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♣r♦✜❧♦♠❡tr② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦✜❧♦♠❡tr②✱ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s r❡s✉❧t ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✺ µm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ r❡✈❡❛❧ ✐ts ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇ ❛ ✐♥t❡r✲st✉❞② ❛♥❞ ❛❧s♦
✶✹
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ✷❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥
▼❡t❤♦❞ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥
❇■❈❋ ✾✼✪ ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬❏❈❚✶✷❪
▼PP ✾✾✱✾✪ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬❇❑❏❏✶✸❪
❈♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣ ✾✼✱✼✪ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬P❈✵✾❪
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ✸❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② r❡s♦❧✉t✐♦♥
▼❡t❤♦❞ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥
▲❛s❡r ❜❛s❡❞ ✶✱✸✺µm ❬▲❙❩❉✵✼❪
▼♦✐ré ✷✳✷ µm ❬❑❈❖✾✾❪
❋❚P✴ P▼P ✷✺✳✸✽ µm ❬❍P✵✽❪
❙t❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ✷✺✳✶✺ µm ❬▲❇❑P✶✻❪
❆◆◆ ✸✾✳✾ µm ❬❑❨❲❨✵✻❪
❛♥ ✐♥t❡r✲♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ✈❛r✐❡t②✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❛t t❤❡ P❈❇ ♦r s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❛ s❝❛♥✲❧✐❦❡
♠♦t✐♦♥ ♦r ❛ ♥♦♥ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❜✉✐❧t✲✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r P❈❇
❥❡t✲♣r✐♥t✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❳✲r❛②
❜❛s❡❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤♦✉s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❳✲r❛② ♣r♦t❡❝t✐♦♥✳
✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
✷✳✷✳✶ ■♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❊①tr✐♥s✐❝ ❈❛♠❡r❛ P❛r❛♠❡t❡rs
❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❛ ✸❉ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X = [X,Y, Z, 1] ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦r tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✭s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡✮ t♦ t❤❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t x = [u, v, w]T ✭x = u/w✱
y = v/w✮ ✈✐❛ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ P ✳ ❊✈❡r② ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✿ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✭✐♥t❡r✐♦r✮ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ✭❡①t❡r✐♦r✮ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ❡①tr✐♥s✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r C ✈✐❛ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~t
✇✐t❤✐♥ ❛ ✸❉ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦r ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (xc, yc, zc)✱ ✇❤❡r❡ xc ❛♥❞ yc ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛♥❞ zc
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❛②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ cx ❛♥❞ cy ✭✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣✐①❡❧s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✇❤❡♥ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t (hx, hy)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
r❛② ❡♥t❡rs t❤❡ ❝❛♠❡r❛s s❡♥s♦r ✭t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r ❢❛❝t♦r
✶✺
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
s ❬❍❩✵✸❪ ❬▲❘❑❇✶✸❪✳
❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥
❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬❩◆✾✾❪✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥
❛r❡❛ ✭P❈❇✮✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✳
❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✧❝❛♠❡r❛s ❛t ✐♥✜♥✐t②✧ ✭✇✐t❤ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❝❛♠❡r❛s✮✱ ♣✉s❤✲❜r♦♦♠
❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ❧✐♥❡ ❝❛♠❡r❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝❛♠❡r❛s ❞♦ ♥♦t ♠❛tt❡r ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❩✵✸❪✳
✷✳✷✳✷ P✐♥❤♦❧❡ ▼♦❞❡❧
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ❞❡✜♥❡s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X t♦ ❛♥
✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts x ❬❋❲✶✻❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t ♦♥❧② ♦♥❡ r❛② ❡♥t❡rs t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❤✐ts t❤❡
s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❡✈❡r② ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ ✐♥ ❢♦❝✉s ❬❇❑✵✽✱ ♣✳ ✸✼✶❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
c ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ Z ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ m✿
m =
Z
c
=
X
x
✭✷✳✶✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ❢♦r t❤❡ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t x ❛♣♣❧✐❡s✿
−x
c
=
X
Z
❛♥❞ ✇✐t❤ m✿ − xm = X ✭✷✳✷✮
❋♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ✢✐♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r C✱ ✇❤✐❝❤
x
z
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s
X
x
C
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡
c Z
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ P✐♥❤♦❧❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✲ Z✿ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ c✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡❀ C ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r❀ X✿ ①✲
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X❀ x✿ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t x ❬❍❩✵✸❪ ♣✳✶✺✹✳
r❡s✉❧ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❡♥t❡r✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r✱ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
✶✻
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛s ③✲❛①✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
(
X,Y, Z
)T
7→
(
f XZ , f
Y
Z
)T
✭✷✳✸✮
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱
yc
zc
xc
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s
X = (X,Y, Z)
C
s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡
c
x = (x, y, c)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❬❍❩✵✸❪ ♣✳✶✺✹✳
t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✿








X
Y
Z
1








7→





cX
cY
Z





=





c 0
c 0
1 0













X
Y
Z
1








✭✷✳✹✮
❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✮ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛♣ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t✳
x = PX ✭✷✳✺✮
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t
(hx, hy)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦✛s❡t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣✿
(
X,Y, Z
)T
7→
(
cXZ + hx, c
Y
Z + hy
)T
✭✷✳✻✮
❚❤✐s ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿








X
Y
Z
1








7→





cX + Zhx
cY + Zhy
Z





=





c hx 0
c hy 0
1 0













X
Y
Z
1








✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① K ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿
K =





c hx
c hy
1





✭✷✳✽✮
✶✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
❆ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ s❤❡❛r ❢❛❝t♦r s✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① K✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s ③❡r♦
❢♦r ✉s✉❛❧ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲③❡r♦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❦❡✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✱
✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ♥♦♥✲♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❛①✐s✳ ❋♦r ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♣✐①❡❧s ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉r✳
K =





cx s hx
cy hy
1





✭✷✳✾✮
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ✐♥ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❜② r♦t❛t✐♦♥
♠❛tr✐① R ❛♥❞ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r t✱ ❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ❆ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
xc
yc
zc
❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
C
O
z
x
y
✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s
✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡
Xcam
X
R, t
✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t x
x
c
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ P✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✲ ❘✿ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t✿tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ t♦ tr❛♥s❢♦r♠
❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭x, y, z✮ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭xc, yc, zc✮❬❍❩✵✸✱ ♣✳✶✺✻❪
t♦ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s XCam ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵✿
Xcam = RX + t ✭✷✳✶✵✮
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛s✿
P = K ·R [I|t] ✭✷✳✶✶✮
✷✳✷✳✸ ❖♣t✐❝❛❧ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ▼♦❞❡❧
❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬❩◆✾✾❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞
✶✽
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
❛❞❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ t✉❜❡ Top ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ Top ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❛❝❡r r✐♥❣s t❤❛t ❛r❡
✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦r s❡t✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ♥❡❛r❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝s✱ ✇❤❡r❡❛s ❡①tr✐♥s✐❝s
r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿
x
z
♣r✐❝✐♣❛❧ ❛①✐s
Xi
xi
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❧❛♥❡
Top c c d
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ P❛r❛♠❡tr✐❝ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✿ Xi✿ ✐✲t❤ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t❀ xi✿
✐✲t❤ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t✱ Top✿ s♣❛❝❡r r✐♥❣ s✐③❡ ✭♦♣t✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t✉❜❡✮❀ c✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡❀ d✿ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❬❩◆✾✾❪✳
(
X,Y, Z
)T
7→
(
(Top + c)
X
Z , (Top + c)
Y
Z
)T
✭✷✳✶✷✮
❚❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts Xi = [X,Y, Z, 1]T ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s xi = [x, y, 1]T ❢♦r t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛s❡ ✈✐❛✿
x = (Top + c)
r11X + r12Y + tx
r31X + r32Y + f + d
y = (Top + c)
r21X + r22Y + ty
r31X + r32Y + f + d
✭✷✳✶✸✮
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛r❡ t❤❡♥✿
αx = (Top + c)mx; αy = (Top + c)my ✭✷✳✶✹✮
✇❤❡r❡ mx ❛♥❞ my ❛r❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♣✐①❡❧s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s = 0
❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❬❍♦r✵✵❪✱ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜❡❝♦♠❡s✿
K =





αx 0 x0
0 αy y0
0 0 1





✭✷✳✶✺✮
✶✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
✷✳✷✳✹ ❉✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ▲❡♥s ▼♦❞❡❧
❊✈❡r② ❝❛♠❡r❛ ✉s❡s ❧❡♥s❡s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ♦♥t♦ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ■♥ r❡❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐st♦rt❡❞ ❜② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧❡♥s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❍❩✵✸✱ ♣✳ ✶✽✾❪✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ r❡♠♦✈❡ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s✳ ❇② ✐♥✈❡rt✐♥❣
t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞✐st♦rt✐♦♥s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡✳ ■❢ t❤❡
❛♣❡rt✉r❡ ✐s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❜❛rr❡❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣✐♥❝✉s❤✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐❢ t❤❡
❛♣❡rt✉r❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱
♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛♥ ♣♦✐♥ts ❛t
t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ s✐♥❝❡ r❛②s ❛r❡ r❡❢r❛❝t❡❞ ♠♦r❡ t❤❡ ❢❛rt❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ❬❇❑✵✽✱
♣✳ ✸✼✺❪✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X = (X,Y, Z)T
✐s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ✐♠❛❣❡❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❜✉t
t♦ ❛ s♣♦t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♦r ❜❧✉r ❝✐r❝❧❡ u✳ ■❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t ❛♣♣❡❛rs s❤❛r♣✳ ❚❤✉s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛
s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❜✉t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞✱ ❛r❡ ✐♠❛❣❡❞ s❤❛r♣
♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ■♥ t✉r♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ T ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉rt❤❡st t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st
✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❢♦❝✉s ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✻ t♦ ✷✳✶✾✮✳ ▲❡t R ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♥s
t♦ t❤❡ ❢✉rt❤❡st ♣♦✐♥t ❛♥❞ S t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st P♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✸❉ ♣♦✐♥t ✇✐t❤
❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s a✳
T = S −R
∣
∣
∣
∣
R =
a
1 +K
✱ S =
a
1−K
✭✷✳✶✻✮
✇❤❡r❡
K =
k(a− f)u
f2
✭✷✳✶✼✮
❛♥❞
❼ a ❂ ❡①❛❝t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t
❼ f ❂ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤
❼ k ❂ ❢✲♥✉♠❜❡r
❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ u ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
u =
S −R
S +R
f2
k(a− f)
✭✷✳✶✽✮
❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
T = S −R =
2uk(1 + β′)
β′2 −
(
uk
f
)2 ✭✷✳✶✾✮
✷✵
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
r
❛♣❡rt✉r❡ r✐♥❣
X
❧❡♥s
♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s
x
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡
x
xv
xu
u′
u
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ x ♦❢ X ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮❧✐❡s ✐♥ ❢r♦♥t
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ u✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ❧❡♥s ❛♣❡rt✉r❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ✭❣r❛②
r❡❣✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ xu
t❤❡♥ ♠♦✈❡s t♦ xv✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② u
′ ✭❝❢✳ ❬❚❇❲✵✸✱ ♣✳ ✷❪✮✳
♥♦♥✲❞✐st♦rt❡❞
❜❛rr❡❧ ❞✐st♦rt✐♦♥
♥♦♥✲❞✐st♦rt❡❞
♣✐♥❝✉ss✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✿ ❧❡❢t✿ ❜❛rr❡❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ r✐❣❤t✿ ♣✐♥❝✉s❤✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❝❢✳ ❬❚❇❲✵✸✱
♣✳ ✷❪✮✳
✷✶
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❇❛s✐❝s
✇❤❡r❡ beta′ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❝❛❧❡ ❬▲❘❑❍✶✶❪✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ❧❡♥s ❛♣❡rt✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❤❛r♣❡r ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦
♠♦✈❡s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❜❧✉r ❝✐r❝❧❡ ❢r♦♠ xu t♦ xv ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳
❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ki ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✵ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s
❬❘❱❙❙✶✵❪ ❬❍✉❣✶✵❪ ❬❑❇✶✻❪✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦rt❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✹t❤ t❡r♠✿
xcor = ∆xd
(
1 + k1r
2
d + k2r
4
d + k3r
6
d + k4r
8
d
)
ycor = ∆yd
(
1 + k1r
2
d + k2r
4
d + k3r
6
d + k4r
8
d
)
✭✷✳✷✵✮
✇✐t❤ ∆xd = (xd − hx)✱ ∆yd = (yd − hy)✱ r =
√
(∆xd)
2
+ (∆yd)
2❀ xd ✐s t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ hx
✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t✳
▲❡♥s ❙❡♥s♦r P❧❛♥❡
x
y
✲✶✵ ✲✽ ✲✻ ✲✹ ✲✷ ✵ ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵
✲✶✵
✲✽
✲✻
✲✹
✲✷
✵
✷
✹
✻
✽
✶✵
■♠❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✿ ❧❡❢t✿ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ❝❛✉s❡✱ r✐❣❤t✿ ❡✛❡❝t ♦❢ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥
✭❝❢✳ ❬❇❑✵✽✱ ♣✳ ✸✼✼❪✮
❚❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝❡♥t❡r✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❬❇r♦✻✻❪❀ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♠♣r♦♣❡r ❛❧✐❣♥✲
♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ti✿
δx = t1
(
3∆x2d +∆y
2
d
)
+ 2t2∆xd∆yd
δy = 2t1∆xd∆yd + t2
(
∆x2d + 3∆y
2
d
)
✭✷✳✷✶✮
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s✿
xcor = ∆xd
(
1 + k1r
2
d + k2r
4
d + k3r
6
d + k4r
8
d
)
+
t1
(
3∆x2d +∆y
2
d
)
+ 2t2∆xd∆yd
ycor = ∆yd
(
1 + k1r
2
d + k2r
4
d + k3r
6
d + k4r
8
d
)
+
2t1∆xd∆yd + t2
(
∆x2d + 3∆y
2
d
)
✭✷✳✷✷✮
✷✷
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✸ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✷✳✸ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✷✳✸✳✶ ❚s❛✐✬s ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❘♦❜❡rt ❚s❛✐ ❬❚s❛✽✼❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❛❝q✉✐r❡❞✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❛r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
t❛r❣❡t t❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✉❜✲♣✐①❡❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤
❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐ts ✸❉ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s xi ↔ Xi ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t Xi = (Xi, Yi, Zi) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣♦✐♥t xi = (xi, yi) ❛s ✇❡❧❧ ❛s x′i = xi − x0 ❛♥❞ y
′
i = yi − y0 t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s❡t ✉♣✿
[
y′iXi y
′
iYi y
′
i −x
′
iXi −x
′
iYi
]











t−1y r1
t−1y r2
t−1y tx
t−1y r4
t−1y r5











= x′i ✭✷✳✷✸✮
■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ tx✱ ty ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts N >> 5✱ ❛♥ ♦✈❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s t−1y r1, t
−1
y r2, t
−1
y tx, t
−1
y r4, t
−1
y r5✳ ❚❤❡s❡
✉♥❦♥♦✇♥s s❡t ✉♣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s SV ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥t❡r✐♠ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ty, tx, r11, r12, r21, r22 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ SV ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❚s❛✽✼✱ ♣✳ ✸✸✶
✕ ✸✸✷❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✷✳✷✺✳
t2y =
Sr −
√
S2r − 4 (SV1SV5 − SV4SV2)
2
2 (SV1SV5 − SV4SV2)
2 | Sr = SV
2
1 + SV
1
2 + SV
2
4 + SV
2
5 ✭✷✳✷✹✮
❛♥❞
r11 = SV1 · ty
r12 = SV2 · ty
tx = SV3 · ty
r21 = SV4 · ty
r22 = SV5 · ty
✭✷✳✷✺✮
❙✐♥❝❡ |ty| ❤❛s t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts s✐❣♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t X ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✭✉s✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ty✮ ✈✐❛✿
x = r11X + r12Y + tx ❀ y = r21Y + r22Y + ty ✭✷✳✷✻✮
✷✸
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✸ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
■❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ty st❛②s +1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ −1 ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ R r❡s✉❧t ❢r♦♠
❬❚s❛✽✼✱ ❙✳ ✸✸✶❪✿
R =





r11 r12
√
1− r211 − r
2
12
r21 r22 s
√
1− r221 − r
2
22
r31 r32 r33





✭✷✳✷✼✮
✇❤❡r❡ s = sign(r11r21 + r12r22) ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts (r31, r32, r33) ❛r❡ t❤❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst
t✇♦ r♦✇s ♦❢ R✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✭❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ R ✐s ✶✮✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❡st✐♠❛t❡s ❛ s✐♥❣❧❡ r❛❞✐❛❧ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r k1✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ c ❛♥❞
t❤❡ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t tz ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥♦t❤❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s❡t ✉♣✿
[
Yi −dyy
′
i
]


c
tz

 = widyy
′
i ✭✷✳✷✽✮
✇❤❡r❡✿
yi = r21Xi + r22yi + r23 · 0 + ty
wi = r31Xi + r32yi + r33 · 0
dy ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ s❡♥s♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞
❢♦r f ❛♥❞ tz ✉s✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s②st❡♠✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t✲❆❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘❛♥✵✹❪✮
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿
dxx
′
i + dxx
′
ik1r
2 = c
r1Xi + r2Yi + r3Zi + tx
r7Xi + r8Yi + r9Zi + tz
dyy
′
i + dyy
′
ik1r
2 = c
r4Xi + r5Yi + r6Zi + ty
r7Xi + r8Yi + r9Zi + tz
✭✷✳✷✾✮
✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ dx t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡♥s♦r
❡❧❡♠❡♥ts ✭♣✐①❡❧s✮ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✷✳✸✳✷ ❉✐r❡❝t ▲✐♥❡❛r ❚r❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✬s ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❩❤❛♥❣✬s ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❩❤❛✵✵❪ ❬●▼✵✹✱ ♣♣✳ ✺ ✕ ✹✸❪ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✉s❡s ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✭❡✳❣✳ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❬❩❤❛✵✹❪ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥
✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛r❣❡t✳ ❙✐♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦
❛♥❞ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛r❣❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✭❝❛♠❡r❛
✇✐t❤ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮✱ t❤❡s❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
r❡✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ❬❩❤❛✵✹❪ ❛♥❞ ❬❩❤❛✵✵❪✳ ❩❤❛♥❣✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠
✭❉▲❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ✸❉
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❚s❛✐✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❡ t❛r❣❡ts✬ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs
❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡✐r ✸❉ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ s❡t ✉♣ ✷❉✲✸❉ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t
✷✹
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✸ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠ ❬❍❩✵✸✱ ♣✳ ✽✽❪ xi = PXi ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❝t♦rs xi = (ui, vi, wi)
T ❛♥❞
Xi = (Xi, Yi, Zi,Wi) ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❝t♦rs xi ❛♥❞ PXi ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❜✉t ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✉s✱ ✐t✬s ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ❡q✉❛❧s t♦ ③❡r♦✿
xi × PXi = 0 ✭✷✳✸✵✮
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✵ ✇✐t❤
PXi =





p1TXi
p2TXi
p3TXi





✭✷✳✸✶✮
✇❤❡r❡ pjT ❞❡♥♦t❡s t❤❡ j✲t❤ r♦✇ ♦❢ P ✭tr❛♥s♣♦s❡❞ ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✮✱ ②✐❡❧❞s t♦✿





yip
3TXi − wip
2TXi
wip
1TXi − xip
3TXi
xip
2TXi − yip
1TXi





= 0 ✭✷✳✸✷✮
❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✷ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ r♦✇ ✈❡❝t♦rs pj r❡s✉❧ts ✐♥✿





0T −wiX
T
i yiX
T
i
−wiX
T
i 0
T −xiX
T
i
−yiX
T
i xiX
T
i 0
T










p1
p2
p3





= 0 ✭✷✳✸✸✮
✇❤❡r❡ 0 ✐s ❛♥ ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥t ③❡r♦ ✈❡❝t♦r✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ xi ↔ Xi t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✷✳✸✸ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✿


0 0 0 0 −Xi −Yi −Zi −1 yiXi yiYi yiZi yi
Xi Yi Zi 1 0 0 0 0 −xiXi −xiYi −xiZi −xi


︸ ︷︷ ︸
Gi
p = 0 ✭✷✳✸✹✮
✇❤❡r❡ p = [p11, p12, . . . , p34]T ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ❯s✐♥❣ N
♣♦✐♥ts✱ ❛ 2N × 12 ♠❛tr✐① G = [GT1 , G
T
2 , . . . , G
T
N ]
T ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡ ❙②st❡♠ G · p = 0 ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞
❜② s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❣❡t t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ❛♥❞
t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞
❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿
P = min
P
∑
i
d (xi, PXi)
2 ✭✷✳✸✺✮
❲❤✐❧❡ ❚s❛✐✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❉▲❚ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
✷✺
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① R✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① K ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~t✱ ✐❢ t❤♦s❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s✿
P = [M | −Mt] = K [R| −Rt] ✭✷✳✸✻✮
K ❛♥❞ R ✭✇✐t❤ M = KR✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❘◗✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ M ✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r✲
tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r C ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ~t ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ P ✭p4✮ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ −M ❬❍❩✵✸✱ ♣✳ ✶✻✸❪✿
t = −M−1 · p4 ✭✷✳✸✼✮
■♥ ❬▲❘❑❇✶✸❪ ▲✉❤♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❜② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉♥t✐❧
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❦♥♦✇♥ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤♦r♠ä❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬❚❇❲✵✸❪✱ ✇❤❡r❡ ♠❛r❦❡rs
t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦♦✳ ❉✉❡ t♦ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ t❤❡s❡
❧✐♥❡s ❛r❡ ✇❛r♣❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✇❛r♣❛❣❡ ✐s
r❡♠♦✈❡❞✳
✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
✷✳✹✳✶ ●❡♥❡r❛❧
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❡①♣❧❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❛s✐❝s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t♦ r❡❣✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝♦♥t♦✉r ♠♦♠❡♥ts✱ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❍❛r❛❧✐❝❦✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❡ss❡♥t✐❛❧
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt
♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✷✳✹✳✷ ❘❡❣✐♦♥ Pr♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❈♦♥t♦✉r ▼♦♠❡♥ts
❆ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡
♠♦♠❡♥ts✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t♦✉r ♠♦♠❡♥ts m ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦♠❡♥ts µ✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛s✿
mp,q =
k∑
i=1
l∑
j=1
I (xi, yj)x
p
i y
q
j ✭✷✳✸✽✮
µp,q =
k∑
i=1
l∑
j=1
I (xi, yj) (xi − x)
p
(yj − y)
q ✭✷✳✸✾✮
■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✽ ❛ ♠♦♠❡♥t m ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜✐♥❛r② ❝♦♥t♦✉r
✐♠❛❣❡ I✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ✭✶ ♦r ✵✮ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛t (x, y) ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✷✻
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
❜② xp, yq✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ I t❤❡ m00 ♠♦♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♣✐①❡❧s✳
(x, y) ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❬❑❇✶✻❪ ❬❏ä✶✷❪✳
x =
m10
m00
❀ y =
m01
m00
✭✷✳✹✵✮
✷✳✹✳✸ ■♥t❡❣r❛❧ ■♠❛❣❡s
■♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r✮ ❛♥❞
♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✇❤❡r❡ ❜♦① ✜❧t❡rs ✭❡✳❣✳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
●❛✉ss ❦❡r♥❡❧s✮ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s s❡t✉♣ ✉♣ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✶✿
IIntegral (x, y) =
x∑
i=0
y
∑
j=0
I (i, j) ✭✷✳✹✶✮
❚❤✉s✱ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✐①❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣✐①❡❧ pc ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ (x−1, y)✱ (x, y−1) ♦r (x−1, y−1) ♣✐①❡❧ pp ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
r♦✇✱ ❝♦❧✉♠♥ ♦r ❜♦t❤✳ ❋♦r t❤❡ (x− 1, y) ♣✐①❡❧ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
pc = pp +
ypc∑
j=0
I(i, j) | i = xpc = xpp ✭✷✳✹✷✮
❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦♥❧② t❤r❡❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❬❑❇✶✻❪✿
Σ = Γ− ❇−∆+❆ | ❆ = ❇
⋃
∆ ✭✷✳✹✸✮
✷✳✹✳✹ ❍❛r❛❧✐❝❦ ❋❡❛t✉r❡s
❖❜❥❡❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❛s❦ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ❛ s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❝❧❛ss t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦r
♦❜❥❡❝t ❜❡❧♦♥❣s t♦✳ ■♥ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ t❡①t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ✧t❡①t✉r❡✧ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐ts r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✐s s✉❜❥❡❝t✐✈❡
❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❛
s✉r❢❛❝❡ ❬❚♦❡✶✷❪✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t❡①t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❍❛r❛❧✐❝❦✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭●▲❈▼✮ Cδ✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❣r❛② s❝❛❧❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛❧♦♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r δ
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✮ ❡✈❡r② ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ♣✐①❡❧s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❆♥
✷✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
Σ
❆
∆ ❇ Γ
❆ ❇
A B
CD
pc
pp
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ■♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡❀ ❆✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ pp ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s
✐♥ t❤❡ r❡❞ ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t pc ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣♦✐♥t pp ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s❀ ❇✿ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ Σ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❉ ❛♥❞ ❇ ❢r♦♠ ❈ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❆ ♦♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ❆❂❇
⋃
∆ ❬❝❢✳
❑❇✶✻❪✳
❬✵ ✶❪
❬✶ ✶❪❬✲✶ ✲✶❪
❬✲✶ ✵❪
♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❱❡❝t♦r✿ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧✳ ❍❡r❡ ❢♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❬❝❢✳ ❍❛♥✵✾❪✳
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✷✵ ♣✐①❡❧ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✽ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①
❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r (−1, 0) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡s t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ✧❛❜♦✈❡ ❛ ♣✐①❡❧✧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✧✻ ❛❜♦✈❡ ✹✧ ♦❝❝✉rs t✇♦ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤✐s
❝❡❧❧ ❣❡ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ t✇♦✳ ❙✐♥❝❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✹✳
Pδ =
Cδ
g−1∑
k=0
k∑
l=0
Cδ(k, l)
✭✷✳✹✹✮
✇❤❡r❡ Pδ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ g ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛② ✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳ ✷✺✺✮ ❛♥❞ k ❛♥❞
l ❛r❡ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❡
❍❛r❛❧✐❝❦ t❡①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❬❍❛♥✵✾❪✳ ❆❧❧ ✶✹ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❈♦♥tr❛st✱ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✱
✷✽
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
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✼
✻
✺
✹
✸
✷
✶
✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽
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✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶
✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵
✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✷ ✵ ✵
✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵
✶ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ❙❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✿ ❧❡❢t✿ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡❀ r✐❣❤t ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐①
♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r ✭✲✶✱✵✮ ❬❝❢✳ ❍❛♥✵✾❪
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✷✱ ▼❛①✐♠❛❧ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❙✉♠ ❆✈❡r❛❣❡✱
❊♥tr♦♣②✱ ❙✉♠ ❊♥tr♦♣②✱ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❊♥tr♦♣②✱ ❱❛r✐❛♥❝❡✱ ❙✉♠ ❱❛r✐❛♥❝❡✱ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❱❛r✐❛♥❝❡✱ ❙❡❝♦♥❞
❆♥❣✉❧❛r ▼♦♠❡♥t✱ ■♥✈❡rs❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼♦♠❡♥t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳
✷✳✹✳✺ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❲❤❡♥ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡
✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛❝r♦ss t❤❡ ✉s❡❞ ✐♠❛❣❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡t ✉♣✳ ❋❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦r ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡
❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s t♦ ✜♥❞ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t♦
❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡✱ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛r s❡t✉♣ ✇❤❡r❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
✷✳✹✳✺✳✶ ❙❝❛❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❋❡❛t✉r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❙■❋❚✮ ❚❤❡ ❙■❋❚ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲♦✇❡
❬▲♦✇✾✾❪ ❬▲♦✇✵✹❪✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠♦st ✉s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r②
✷✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❬❑❇✶✻✱ ♣✳✺✸✾❪✳
■t ②✐❡❧❞s ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ s❝❛❧✐♥❣✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥✱ r❡str✐❝t❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❛✣♥❡ ♦r ✸❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r st❡♣s ✭t✇♦ ❢♦r t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t✇♦ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r✮✿
❼ ❞❡t❡❝t♦r
✕ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❡①tr❡♠❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✕ ❦❡②♣♦✐♥t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❼ ❞❡s❝r✐♣t♦r
✕ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✕ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❙❝❛❧❡ ✭✜rst ♦❝t❛✈❡✮
❙❝❛❧❡ ✭s❡❝♦♥❞ ♦❝t❛✈❡✮
✲
✲
✲
✲
✲
✲
✲
✲
●❛✉ss✐❛♥
❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
●❛✉ss✐❛♥ ✭❉♦●✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ❙❝❛❧❡ ❛♥❞ ♦❝t❛✈❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❙■❋❚✿ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥
❦❡r♥❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡s ✭❧❡❢t st❛❝❦✮✳ ❆❞❥❛❝❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ s❡t ✉♣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ st❛❝❦ ✭r✐❣❤t st❛❝❦✮ ❬❝❢✳ ▲♦✇✾✾❪✳
❙❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❊①tr❡♠❛ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ❡①tr❡♠❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛
st❛❣❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t st❛❜❧❡ ❦❡②♣♦✐♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡ts ✉♣ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦❝t❛✈❡s ❛♥❞ s❝❛❧❡s✳ ❆ s❝❛❧❡ L ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞
✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❲✐t❤✐♥ ❛♥ ♦❝t❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ s❡t ✉♣ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡
✸✵
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r k✳
L(x, y, σ) = G(x, y, σ) ∗ I(x, y) ✭✷✳✹✺✮
✇✐t❤
G(x, y, σ) =
1
2πσ2
e−(x
2+y2)/2σ2 ✭✷✳✹✻✮
❇❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ s❝❛❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✭❉♦●✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡
s❝❛❧❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❉♦●✿
D(x, y, σ) = (G(x, y, kσ) ∗ I(x, y)−G(x, y, σ) ∗ I(x, y) = L(x, y, kσ)− L(x, y, σ) ✭✷✳✹✼✮
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡s ❛♥❞ s❝❛❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②✳ ▲♦✇❡ ❬▲♦✇✵✹❪ s✉❣❣❡st
✜✈❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❢♦✉r ♦❝t❛✈❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ r❡✈✐s❡ t❤❡s❡
s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ♠❛② ❛❞❥✉st t❤❡ ♥✉♠❜❡rs t♦ ✜t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛s❦✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❉♦● ❡✈❡r②
♣✐①❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐t✬s ✷✻✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ❛t ✜rst ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts r❡❣✉❧❛r ✽✲
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ■❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦r ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ✐t✬s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✐♥❡
❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❉♦●✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐❢ ✐t✬s st✐❧❧ ❛♥ ❡①tr❡♠✉♠✱ ✐t✬s ✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♥✐♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❉♦●✲❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐❢
✐t r❡♠❛✐♥s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷✻ ♣✐①❡❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳
❋❡❛t✉r❡ P♦✐♥t ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ■♥ t❤❡ ✜rst ❙■❋❚ ✈❡rs✐♦♥ ❬▲♦✇✾✾❪ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ✇❤❡r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s r❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❜②
✜tt✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ t♦ t❤❡ ✷✼ ♣✐①❡❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛t t❤✐s ♣✐①❡❧
♣♦s✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ t♦ r❡♠♦✈❡ ♣♦✐♥ts ❛t ❡❞❣❡s❬▲♦✇✵✹❪✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ st❡♣s ❢♦r s❡tt✐♥❣
✉♣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✻✳✶✳
✷✳✹✳✺✳✷ ❙♣❡❡❞❡❞ ❯♣ ❘♦❜✉st ❋❡❛t✉r❡s ✭❙❯❘❋✮ ❚❤❡ ❙❯❘❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙■❋❚✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ r❡✈✐s❡ ❙■❋❚ ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r
✐s ♥♦t ❥✉st ❢❛st❡r ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① H ❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆
❢❡❛t✉r❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t det (H) ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❜❡❝♦♠❡s ♠❛①✐♠✉♠✳
H =


Lxx (x, σ) Lxy (x, σ)
Lxy (x, σ) Lyy (x, σ)

 ✭✷✳✹✽✮
■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✽ L ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❛rt✐❛❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ①✲✱ ②✲
❛♥❞ ①②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊✳❣✳ ❢♦r t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥✿
Lxx =
∂2
∂x2
g(σ) ✭✷✳✹✾✮
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❆ ❇ ❈ ❉
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✜❧t❡r ❦❡r♥❡❧s✿ ❆✿ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❦❡r♥❡❧ Lxx✱ ❇✿ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❦❡r♥❡❧
Lxy✱ ❈✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜♦① ✜❧t❡r Dxx ♦❢ Lxx✱ ❉✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜♦① ✜❧t❡r Dxy ♦❢ Lxy ❬❝❢✳ ❇❚❱●✵✻❪✳
❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦① ✜❧t❡rs ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✳ ▲❡t Dxx✱ Dxy✱
Dyy ❜❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❢♦r σ = 1.2 ❛♥❞ ❛ 9 × 9
❑❡r♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
det (Happrox) = DxxDy − (wDxy)
2
w =
|Lxy (1.2) |F |Dyy (9) |F
|Lyy (1.2) |F |Dxy (9) |F
= 0.912 ≃ 0.9,
✭✷✳✺✵✮
w ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ |x|F ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✳ ❯s✉❛❧❧② w s❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡
s❝❛❧❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❇❛② ❡t ❛❧✳ ❬❇❊❚●✵✽❪ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐t
r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❙■❋❚✱ ❛❧s♦ ❛ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ ✐s ❜✉✐❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r s✐③❡s t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✭σ = 1.2✮ ✐s s❡t ✉♣ ❜② t❤❡ 9 × 9 ❜♦① ✜❧t❡r ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✳ ❚❤❡
✜❧t❡r s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡s ❢♦r ❛♥ ♦❝t❛✈❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✜❧t❡r s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ l0✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❜❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❧t❡r✳ ❆t t❤❡ 9 × 9 ❦❡r♥❡❧ l0
✐s t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❛t ❡❛❝❤ s✐❞❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ❛t ❛♥ ♦❞❞ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡
❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐①❡❧ ❝❡♥t❡r❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾ t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❜②
✻ ♣✐①❡❧ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ s✐③❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s❝❛❧❡ ❧❛②❡r ❝❛♥✬t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠❛①✐♠✉♠✱
s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❛t ❛ s❝❛❧❡ ♦❢ ✶✳✻✳ ❋♦r ❛♥♦t❤❡r ♦❝t❛✈❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r s✐③❡ ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ ✭❡✳❣✳ ❢r♦♠ ✻ t♦ ✶✷✮✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❝t❛✈❡ st❛rts ❛t ❛ ✜❧t❡r s✐③❡ ♦❢ ✶✺✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❛t ✷✼ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥
♥♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ 3 × 3 × 3 r❡❣✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ❛
s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✺✳✶ ✐s ❞♦♥❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❬❇❚❱●✵✻❪ ❬❇❊❚●✵✽❪✳
✷✳✹✳✺✳✸ ❋❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❙❡❣♠❡♥t ❚❡st ✭❋❆❙❚✮ ❚❤❡ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘♦st❡♥ ❛♥❞ ❉r✉♠♠♦♥❞ ❬❘❉✵✻❪ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s✱
t❤❛t ❛ ♣✐①❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐❢ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡rs ✭✐s ❜r✐❣❤t❡r ♦r ❞❛r❦❡r✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ❙❯❘❋✿ ■♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦① ✜❧t❡r s✐③❡✿ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✻ ♣✐①❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
s✐③❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t Dxx t♦ t❤❡ Dxy ❦❡r♥❡❧ ❬❝❢✳ ❇❚❱●✵✻❪✳
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ r❛❞✐✉s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵✳ ❆
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r✿ ❧❡❢t✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ♠✐❞❞❧❡✿ ❡♥❧❛r❣❡❞ r❡❣✐♦♥✱ r✐❣❤t✿ ❡♥❧❛r❣❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✐①❡❧
s❡❣♠❡♥t t❡st ♦❢ ✾✲✶✻ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧ p ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐❢ ✾ ♦❢ ✶✻ ♣✐①❡❧s ✭✇❤✐t❡✮ ✐♥
t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ p✳
❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐❢ N/2 + 1 ❛❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❜r✐❣❤t❡r ♦r ❞❛r❦❡r ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧✱ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s ✶✱ ✺✱ ✾ ❛♥❞ ✶✸ ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✜rst t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❢ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❜r✐❣❤t❡r ♣❧✉s ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞
t❤r❡s❤♦❧❞ t ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞❛r❦❡r ♠✐♥✉s t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠❛② ❛❧s♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ ♥♦♥✲♠❛①✐♠✉♠✲s✉♣♣r❡ss✐♦♥
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❝♦r❡ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✶✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧✳ ❈❛♥❞✐❞❛t❡
♣✐①❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s❝♦r❡ ❛ r❡♠♦✈❡❞✳
score = max


∑
x∈{brighter}
|Ix − (Ip + t)| ,
∑
x∈{darker}
|Ix − (Ip − t)|

 ✭✷✳✺✶✮
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❚❤❡ s❝♦r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
❜r✐❣❤t❡r ♣✐①❡❧s ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❞❛r❦❡r ♣✐①❡❧s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s N/2+1 ❛❞❥❛❝❡♥t
❜r✐❣❤t❡r ♦r ❞❛r❦❡r ♣✐①❡❧s ❧❡❛❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣♦♦❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ❡✳❣✳ ✾✲✶✻ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✾ ✭❛❞❥❛❝❡♥t✮ ♦✉t ♦❢ ✶✻ ♣✐①❡❧s
♥❡❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦r❡
♦❢t❡♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋❆❙❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r✳
✷✳✹✳✺✳✹ ❇✐♥❛r② ❘♦t❛t✐♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❑❡②♣♦✐♥ts ✭❇❘■❙❑✮ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❋❆❙❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ s❝♦r❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣❡ ❛ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s s❡t ✉♣ ✇✐t❤ ♦❝t❛✈❡s ci ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡s di ✇✐t❤ n ❧❛②❡rs ✭i = 1...n✮✱
✇❤❡r❡ n t②♣✐❝❛❧❧② ✐s s❡t t♦ ✹✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝t❛✈❡s ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❤❛❧❢✲s❛♠♣❧✐♥❣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✭✐♥tr❛✲✮ ♦❝t❛✈❡✱ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡ d0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛
❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✳✺✳ ■❢ s ✐s t❤❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡♥ s(ci) = 2i ❛♥❞ s(di) = 2i · 1.5✳ ❚❤❡
❋❆❙❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❝t❛✈❡ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✾✲✶✻ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ♥♦♥✲♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✭❋❆❙❚✮ s❡❝t✐♦♥✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✉s✱
❛ ♣✐①❡❧ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❋❆❙❚✲s❝♦r❡ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ✽✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ s❝♦r❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡rs ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t 3 × 3 ♣✐①❡❧ ♣❛tt❡r♥ ♠✉st
❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ❛ ✷❉ q✉❛❞r❛t✐❝ ✜t
✐s ❞♦♥❡ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ 3 × 3 ♣❛tt❡r♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛②❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❛② ❡①❛❝t ♦♥ ❛ s❝❛❧❡ ❧❛②❡r ❛ ✶❉ ♣❛r❛❜♦❧❛ ✜t ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♠❛❣❡❞ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ✶❉ ✜t✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶ ❬▲❈❙✶✶❪✳
✷✳✹✳✺✳✺ ❖r✐❡♥t❡❞ ❋❆❙❚ ❛♥❞ ❘♦t❛t❡❞ ❇❘■❊❋ ✭❖❘❇✮ ❖❘❇ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❆❙❚ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❆❙❚ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✾ ♣✐①❡❧s ✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛
❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ❋r♦♠ t❤✐s
♠❛tr✐① t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 ❛♥❞ λ2 ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡r♥❡ss R ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❬❍❙✽✽❪✿
R = λ1λ2 − k (λ1 + λ2)
2 ✭✷✳✺✷✮
❚❤❡ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤✉s✱ ✐❢ ❛ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
✉s❡r✱ t❤❡ str♦♥❣❡st ♦♥❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡r♥❡ss ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❡♥tr♦✐❞ C✿
C =
(
m10
m00
,
m01
m00
)
✭✷✳✺✸✮
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log2(t) t : s❝❛❧❡
❋❆❙❚ s❝♦r❡ s
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❝t❛✈❡ ci−1
✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡ di−1
♦❝t❛✈❡ ci
✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡ di
♦❝t❛✈❡ ci+1
i− 1
i
i+ 1
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘■❙❑ ❞❡t❡❝t♦r✿ ❧❡❢t ✲ ❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦❝t❛✈❡s ❛♥❞
✐♥tr❛✲♦❝t❛✈❡s✱ s♠❛❧❧ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣r❡❡♥ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✭✐♥tr❛✲✮ ♦❝t❛✈❡s t❤❡
❧❛r❣❡ ❣r❡❡♥ ❞♦t ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♥t❡r s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❀ r✐❣❤t ✲ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✜t
t♦ t❤❡ ❋❆❙❚ s❝♦r❡ s ❬❝❢✳ ▲❈❙✶✶❪✳
✳
❚❤❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r ~OC ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r♥❡r ❝❡♥t❡r O t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ C ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❣❧❡ θ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
θ = arctan 2 (m01,m10) ✭✷✳✺✹✮
❬❘❘❑❇✶✶❪
✷✳✹✳✺✳✻ ▼❛①✐♠❛❧❧② ❙t❛❜❧❡ ❊①tr❡♠❛❧ ❘❡❣✐♦♥s ✭▼❙❊❘✮ ▼❙❊❘ ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❤♦s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❡✳❣✳ ✽ ❜✐t ❣r❛② s❝❛❧❡ ✿ ✷✺✺ t❤r❡s❤♦❧❞s✮✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✇❤✐t❡ ❛♥❞ t❤❡
❧❛st ✐♠❛❣❡ ✐s ❜❧❛❝❦✳ ■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ✭❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✮
❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
r❡❣✐♦♥ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❛♥❞
✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② t❤❡✐r ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❤♦❧❞s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤♦s❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠✐♥✐♠❛❧✱
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❞❡✜♥❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② st❛❜❧❡ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞✱
t❤❡ ▼❙❊❘ ♦✉t♣✉t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞s ✇❤❡r❡ r❡❣✐♦♥s ❣❡t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ▼❙❊❘
❡st✐♠❛t❡s t❤r❡s❤♦❧❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❜❛s✐♥s r❡♠❛✐♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t s♦♠❡
r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ♥❡st❡❞ r❡❣✐♦♥s ❬▼❈❯P✵✹❪✳
✷✳✹✳✻ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡s❝r✐♣t♦rs
❋❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡s❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❋❡❛t✉r❡
❞❡t❡❝t♦rs t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛rt ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❞❡s❝r✐♣t♦r
❡①tr❛❝t♦r ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦r✳
✷✳✹✳✻✳✶ ❙❝❛❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❋❡❛t✉r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❙■❋❚✮
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❆t ❡❛❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ(x, y)
❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ m(x, y) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✐♠❛❣❡ L✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧❧② 16 × 16 ♣✐①❡❧ ❛rr❛②
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✿
m(x, y) =
√
(L (x+ 1, y)− L (x− 1, y))2 + (L((x, y + 1)− L (x, y − 1))2
θ(x, y) = tan− 1
(L (x, y + 1)− L (x, y − 1))
(L (x+ 1, y)− L (x− 1, y))
✭✷✳✺✺✮
❋r♦♠ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛ ✸✻ ❜✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❆ ♣♦✐♥ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞
❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭σ = 1.5 · σscale✮✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ 16× 16 ♣✐①❡❧ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❜② ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ❦❡②♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❦❡②♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❉❡s❝r✐♣t♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ s❡t ✉♣✳ ❋♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r♦t❛t❡❞
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ 16 × 16 ♣✐①❡❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✹✲❜②✲✹
❜❧♦❝❦s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❍♦●✮ ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ 4 × 4
❍♦●✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✽ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 4× 4× 8 = 128 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❬▲♦✇✵✹❪✳
✷✳✹✳✻✳✷ ❙♣❡❡❞❡❞ ❯♣ ❘♦❜✉st ❋❡❛t✉r❡s ✭❙❯❘❋✮ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❙■❋❚✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❡①tr❛❝t♦r
♦❢ ❙❯❘❋ ❝♦♠♣✉t❡s ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✱ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡ts ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
✇❛✈❡❧❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ 4s ✭s ❂ s❝❛❧❡✮ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ 6s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥t❡r❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭σ = 2s✮ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
✸✻
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
✐♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❆ pi/3 s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ s✉♠s ✉♣ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s
✭①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤
✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ 20s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ 4× 4 s✉❜r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲r❡❣✐♦♥ 5× 5 s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡ ❍❛❛r ✇❛✈❡❧❡t r❡s♣♦♥s❡s dx ❛♥❞ dy ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ●❛✉ss✐❛♥ ✭❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✱ sigma = 3.3s✮✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ❡❛❝❤
s✉❜r❡❣✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✹❉ ✈❡❝t♦r
❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳
v =
(∑
dx,
∑
dy, |
∑
dx|, |
∑
dy|
)
. ✭✷✳✺✻✮
❚❤✉s✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ 4× 4 r❡❣✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✻✹ ❬❇❚❱●✵✻❪ ❬❇❊❚●✵✽❪✳
✷✳✹✳✻✳✸ ❇✐♥❛r② ❘♦t❛t✐♦♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❑❡②♣♦✐♥ts ✭❇❘■❙❑✮ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❇❘■❙❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷
❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ Ci ❛r❡ s♣❛♥♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ Ki s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts
pi ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ Ci/Ki✳ Pr✐♦r t♦
s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ σi = Ci/2Ki✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧
✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t g ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
g
(
pi,pj
)
=
(
pj − pi
)
·
I
(
pj , σj
)
− I (pi, σi)
‖pj − pi‖
2
✭✷✳✺✼✮
✇❤❡r❡ pi,pj ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s I(pi, σi) ❛♥❞ I(pi, σi) ❛r❡ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐♥tr♦❞✉❝❡s s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✐♥t ♣❛✐rs S ❛♥❞ L ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t❤r❡s❤♦❧❞ δmax = 9.75s ❛♥❞ δmin = 13.67s ✭✇✐t❤ s ❂ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✮✿
S = {
(
pi,pj
)
|‖pj − pi‖ < δmax}
L = {
(
pi,pj
)
|‖pj − pi‖ > δmin}
✭✷✳✺✽✮
❋r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛✐rs t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✿
g =


gx
gy

 =
1
L
·
∑
(pi,pj)∈L
g
(
pi,pj
)
. ✭✷✳✺✾✮
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✐♥t ♣❛✐rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t✉♣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛tt❡r♥✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭α = ❛r❝t❛♥✷ (gy, gx)✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❦❡②✲
♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ ❜✐t✲✈❡❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜✐t ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ♦r ③❡r♦✿
b =



1, I
(
pαj , σj
)
> I (pαi , σi)
0, otherwise
∀
(
pαi ,p
α
j
)
∈ S ✭✷✳✻✵✮
✸✼
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✶✷ ❜✐t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❬▲❈❙✶✶❪✳
❆ ❇ ❈
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘■❙❑ ❞❡s❝r✐♣t♦r✿ ❆✿ ❣❡♥❡r❛❧ t❡st ♣♦✐♥t ❧❛②♦✉t❀ ❇✿ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛✐rs
✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ δ < δmax ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛tt❡r♥❀ ❈✿ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ♣❛✐rs ✇✐t❤
❞✐st❛♥❝❡ δ > δmin ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❬❑❇✶✻❪✳
✷✳✹✳✻✳✹ ❖r✐❡♥t❡❞ ❋❆❙❚ ❛♥❞ ❘♦t❛t❡❞ ❇❘■❊❋ ✭❖❘❇✮ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❖❘❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇❘■❊❋ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❡①tr❛❝t♦r✳ ❇❘■❊❋ ❬❈▲❙❋✶✵❪ ✐s s❤♦rt
❢♦r ❇✐♥❛r② ❘♦❜✉st ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❋❡❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s s✐♠♣❧❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛s ❛
❜✐♥❛r② t❡st τ ✭s❡❡ ❡q✳ ✷✳✻✶✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✜rst✳
τ (p;x,y) :=



1 : p (x) < p (y)
0 : p (x) > p (y)
✭✷✳✻✶✮
p ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x ♦r y r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡
✈❡❝t♦r✱ ✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✺✻✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❖❘❇
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① S ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ ♣♦✐♥t ♣❛✐rs✿
S =


x1 ... xn
y1 ... yn

 ✭✷✳✻✷✮
❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
st❡❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ Sθ ♦❢ S ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ♣r♦♣❡r ❜✐♥❛r② t❡sts ✐♥ ❛ ✇❛②✱ t❤❛t t❤❡
♠❡❛♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺ ❛♥❞ t❤❡ t❡sts ❜❡✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ✵✳✺ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r T ✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❣r❡❡❞② s❡❛r❝❤
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ T ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✈❡❝t♦r R✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐t❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ T ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❧❡♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ R✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♣✉t
✸✽
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✈❡❝t♦r ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✈❡ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉♥t✐❧ R ❤♦❧❞s ✷✺✻ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❢ t❤✐s s✐③❡ ❝❛♥✬t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
✷✳✹✳✼ ❉❡s❝r✐♣t♦r ▼❛t❝❤✐♥❣
✷✳✹✳✼✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❆❢t❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts t❤❡ ♥❡①t ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❆✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣♦✐♥t ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❇ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞
t❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❛t❝❤✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
✷✳✹✳✼✳✷ ❇r✉t❡ ❋♦r❝❡ ❚❤❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♠❛t❝❤❡s✳ ■t ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❆ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ❞❡s❝r✐♣t♦r
✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ❇✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ✐❢ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛✐r ✐s ❛ ♠❛t❝❤✱ ✈❛r✐♦✉s ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ✭s❡❡
t❛❜❧❡ ✷✳✸✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts s✐♠✐❧❛r✐t②✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ❇r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✿ ♠❡tr✐❝s
▼❡tr✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥
ℓ2 ✲ ◆♦r♠ d
(
~a,~b
)
=
∣
∣
∣
∑
i (ai − bi)
2
∣
∣
∣
1/2
ℓ2 ✲ sq✉❛r❡❞ ◆♦r♠ d
(
~a,~b
)
=
∑
i (ai − bi)
2
ℓ1 ✲ ◆♦r♠ d
(
~a,~b
)
=
∑
i |(ai − bi)|
❍❛♠♠✐♥❣ ✲ ◆♦r♠ d
(
~a,~b
)
=
∑
i ci | ci =



1; ai = bi
0 ♦t❤❡r✇✐s❡
❍❛♠♠✐♥❣ ✷ ✲ ◆♦r♠ d
(
~a,~b
)
=
∑
i ci | ci =



1; ai = bi ∧ ai+1 = bi+1
0; ♦t❤❡r✇✐s❡
| i mod 2 = 0
✷✳✹✳✼✳✸ ❋▲❆◆◆ ❋▲❆◆◆ ✐s s❤♦rt ❢♦r ❋❛st ▲✐❜r❛r② ❢♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ◆❡❛r❡st ◆❡✐❣❤❜♦r ❛♥❞ ✐s
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❞ ♠❛t❝❤❡s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①
✐s ❞♦♥❡ ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r
s❡❛r❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❛♥s✐✈❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
s❡ts ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s♣❡❡❞
✸✾
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✹ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
✐♥ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞♦ s♦ ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ tr❡❡s✱ ❤❛s❤✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r❛♣❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼✉❥❛ ❛♥❞ ▲♦✇❡ ✐♥ ❬▼▲✶✷❪✱ ❬▼▲✶✹❪ ❛♥❞ ❬▼▲✵✾❪✳
❚❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ P❈❇
❥❡t ♣r✐♥t✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s
❛❧♠♦st ❛❝r♦ss ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
♣r✐♦r t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳
✷✳✹✳✽ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡
❛❞❥✉st♠❡♥t ❬❚▼❍❋✵✵❪ ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♠♦t✐♦♥ ✭❙❢▼✮ ❬❙❋✶✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r✳ ❋♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞
❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛ ❧✐♥❡❛r st❡r❡♦ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✸ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❡r❡♦ tr✐✲
❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✸ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✱
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s
❝❛♠❡r❛ ✶
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s
❝❛♠❡r❛ ✷
xc1 xc2
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s
C1 C2
X
x1 x2
T
c2c1
Z
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ◆♦r♠❛❧ ❝❛s❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✿ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts x1 ❛♥❞ x2 ❛♥❞
✈✐❛ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳
C1 ❛♥❞ C2✿ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡rs❀ c1 ❛♥❞ c2✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s❀ T ✿ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♠❡r❛
❝❡♥t❡rs❀ Z✿ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❬❝❢✳ ▲❘❑❇✶✸❪✳
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s ✭♦r t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❝❛♠❡r❛✮ ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s
✹✵
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✺ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②
❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣♦✐♥t X s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ♣r♦❥❡❝ts t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣♦✐♥ts x1 ❛♥❞ x2 t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✿
x1 = P1X
x2 = P2X
✭✷✳✻✸✮
✇✐t❤ P1 ❛♥❞ P2 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛
❢♦r♠ AX = 0 ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✉♣✳ ❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ❞❡❧✐✈❡rs t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② t✇♦ ♦❢ t❤❡♠
❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥✿
x1
(
p3T1 X
)
−
(
p1T1 X
)
= 0
y1
(
p3T1 X
)
−
(
p2T1 X
)
= 0
x1
(
p2T1 X
)
− y1
(
p1T1 X
)
= 0
✭✷✳✻✹✮
t❤❡ r♦✇s ♦❢ P ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② piT ✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤✐s s②st❡♠ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s r❡s✉❧ts ✐♥✿
A =








x1p
3T
1 − p
1T
1
y1p
3T
1 − p
2T
1
x2p
3T
2 − p
1T
2
y2p
3T
2 − p
2T
2








✭✷✳✻✺✮
❚❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛❧r❡❛❞②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✳ ❉✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡rr♦rs t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ x1 ↔ x2
♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❆
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡ ❡rr♦rs✳ ▲❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❜❡
❞♦♥❛t❡❞ ❛s X̂ t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t x̂1 ❛♥❞ x̂1✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts x1 ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥t x̂1 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡
❜❡st ♣♦✐♥t t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✻✸ ❬❑❇✶✻✱ ♣✳✼✵✹✲✼✵✽❪ ❬❍❩✵✸✱ ♣✳✸✶✷❪✳
X = min
X̂
(
d (x1, x̂1)
2
+ d (x2, x̂2)
2
)
| x̂1 = P1X̂ ❛♥❞ x̂2 = P2X̂ ✭✷✳✻✻✮
✷✳✺ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②
P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✭♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✮ ❢r♦♠ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s❝❡♥❡
♦r ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛s ❛
❧♦t ♦❢ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❧❛s❡r ♦r ♠♦✐r❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♣♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦r ❧❡♥❣t❤s ❧✐❦❡ r❡❣✐♦♥❛❧
r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡✛♦rt✳ ❆t ❧❡❛st
t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❬▼▼❇✵✹❪ ❬●▲✽✹❪✳
❋♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦
✹✶
❈❤❛♣t❡r ✷ ✷✳✺ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ❬▲❘❑❇✶✸❪✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s
♦❢ ❛❡r✐❛❧✱ ❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ❬▼❛t✵✽❪ ❛♥❞ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❤✐❧❡
❛❡r✐❛❧ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♠❡r❛s ✐♥ ❛✐r❝r❛❢ts ♦r ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱✮✱ ❝❧♦s❡
r❛♥❣❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♥♦♥✲t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❬●r❛✶✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♠❛❧❧ ❯❆❱✬s✳
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❙♦♠❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❧♦✇ ✸✵✵ ♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ❬▼❛t✵✽❪✱ ♦t❤❡rs ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥
❛ ❧♦✇❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✲✹ ♠❡t❡rs ❬❙❝♦✼✻❪✱ ❬❉✉❛✼✶❪✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝❛♠❡r❛s ❛❝q✉✐r❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦r s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✭t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠❛✐♥ ❛①❡s ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ❬▲❘❑❇✶✸❪✱ ❬●r❛✶✻❪✳ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ r❡❛❧✐t②✱ ♠♦❜✐❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❛♥❞
❛r❝❤❛❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r❡♥s✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧✳ ❬▼▼❇✵✹✱ ♣♣✳ ✶✵✶✺❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝
♣r♦❝❡ss✳
✐♠❛❣❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣
✜❧t❡r✐♥❣
♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❜✉♥❞❧❡ ❛❞✲
❥✉st♠❡♥t
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
s✉r❢❛❝❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✫ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss
✹✷
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧
✸ ❯❧tr❛✲❈❧♦s❡ ❘❛♥❣❡ ◆♦r♠❛❧ ❈❛s❡ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧
❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ✇❡r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ t❡r♠
✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✺ t♦ ✶✵✵ ♠♠ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❛rt ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✳
❙t❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦①❡s ✭❧✐❦❡ ♦♣❡♥❈❱✮ ✉s❡ ❩❤❛♥❣✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡ts ❬❩❤❛✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ♠❡t❤✲
♦❞s r❡q✉✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❬❩❤❛✵✹❪✱
❬❩❤❛✾✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✐♥✱ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❤❛s r❡str✐❝t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✜①❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥♥♦t r♦t❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ❛♥② ❛①✐s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥②
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s✮✱ ❛ s❤♦rt ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s♣❛❝❡r r✐♥❣s
♦r ❡①t❡♥s✐♦♥ t✉❜❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s t♦ r❡❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ❝❤❛♥❣❡s ✭✉s✉❛❧❧②
❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤r❡❛❞❡❞ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧❡♥s❡s ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✲s❡♥s♦r
❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ♣♦st✉❧❛t❡❞
❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✐♥ ❛ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r
r❛♥❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✸❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
t❛r❣❡ts ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❆ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧
❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬❩◆✾✾❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳
■♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ♦❢ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦r s②st❡♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✮✱ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡ ✐s ♥❡❛r❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ t✉❜❡s✳ ❩❤♦✉✬s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥s
♠♦❞❡❧ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ❢❦❡②♣♦✐♥tsr❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t✇♦ ❞❡❝❡♥t❡r✐♥❣ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣✳
❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ▲✉❤♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬▲❘❑❇✶✸❪ ❛♥❞ ❚❤♦r♠ä❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬❚❇❲✵✸❪
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs t♦ t❤❡✐r r❡❛❧ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦r t♦ ❛ ❧✐♥❡✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♥♦ s✉❝❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡s✲
s❛r②✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦r s❤❛♣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭♠❛r❦❡rs ♦♥ ❛ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡
✹✸
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❚❛r❣❡ts
♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ s♣❛❝❡r r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣
t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡s ♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴m ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ♥❡✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
t❛r❣❡t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❆✮ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳
❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ✭✷✵✵ ✕ ✸✵✵✵ ♠♠✮ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❧❡♥s❡s ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡
r❛♥❣❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦r✲❧❡♥s ❞✐st❛♥❝❡s ✭s♣❛❝❡rs✮ ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡ts ✇❡r❡ ✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ s♣❛❝❡rs t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣s ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✼✵✵ ✐♠❛❣❡s✱ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❛ ❣r❛② s❝❛❧❡ ❝❛♠❡r❛✳
✸✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❚❛r❣❡ts
❆ ✸❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✇❛s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♥♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♠♠❡r✲
❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❛r❣❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✳ ❋♦r ✷❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t❛r❣❡t ✇❛s ✉s❡❞✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r ✭✷❉✮ t❛r❣❡t ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ ①✲✱ ②✲✱ ❛♥❞ ③✲
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚❤❡ ✷❉ t❛r❣❡t ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❇✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❤r♦♠✐✉♠ ♠❛r❦❡rs ♦♥ ❣❧❛ss ✇✐t❤✐♥ t❤r❡❡ ❛r❡❛s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✳✵✱ ✵✳✺ ❛♥❞ ✵✳✷✺ ♠♠ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✷✳✵✱ ✶✳✵ ❛♥❞ ✵✳✺ ♠♠✳
❚❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❆ s❤♦✇s t❤❡ ✸❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✳ ❋♦r ✸❉ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ✸❉ ♦❜❥❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ✭✇❤✐t❡ ❞♦ts✮ ❛r❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ st❡♣✇✐s❡ ♦♥ t❤r❡❡ ❤❡✐❣❤t ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱
t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤r❡❡ ❝❡♥tr❛❧ s♣❡❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ✭sq✉❛r❡✱ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ ❝r♦ss✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♠❛r❦❡rs ❤❛✈❡ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✷✳✺ ♠♠ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✵✳✺ ♠♠✳ ❚❤❡
t❛r❣❡t ✇❛s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♥❝✲♠✐❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❧♦❝❦✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ✐t ✇❛s ❛♥♦❞✐③❡❞
❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ❧❛s❡r ❧❛❜❡❧❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
✇❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ t♦
②✐❡❧❞ ✸❉ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✶ ♠♠ ✐♥ t❤❡
✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ✭✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡rs✮✳ ❚❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❛✣r♠ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♥♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ❤❛s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✷✳✹ µm ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✷ µm ✐♥ ③✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❘❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❧✐♥❡s ❛t ❡✈❡r②
t❛r❣❡t ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ❤❡✐❣❤t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✸✵ µm ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✸✳✸✮✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞r❛✇✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦♥ ♣❛❣❡s ❛ t♦
❝ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶ ✱❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸✳
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❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❚❛r❣❡ts
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𝑣𝑣1
𝑣𝑣2
𝛼𝛼
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❊
❈ 𝑣𝑣1𝑣𝑣2 𝛼𝛼
❉
𝑤𝑤𝑏𝑏𝑏𝑏
ℎ𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑1𝑑𝑑2
𝑑𝑑3
𝑑𝑑4 𝐶𝐶𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏 ,𝑦𝑦𝑏𝑏𝑏𝑏❊
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✸❉ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✷❉ t❛r❣❡t ✭r✐❣❤t✮✿ ❆✿ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✭t♦♣ ✈✐❡✇✮❀ ❇✿
♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✭t♦♣ ✈✐❡✇✮ ✲ r❡❞ sq✉❛r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇ ❛r❡❛s ✐♥ ❈ ❛♥❞ ❉❀
❈✿ v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ t✇♦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ♠❛r❦❡r t❤❛t ❜✉✐❧❞ ❛ ✾✵➦
❛♥❣❧❡ αij ❀ vl ❛♥❞ vr ❛r❡ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ t✇♦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛r❦❡r ✭t❤❡ r❡❞ sq✉❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇ ❛r❡❛ ✐♥ ❊✮❀ ❉✿ v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❝t♦rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ✉♣♣❡r
❧❡❢t ♠❛r❦❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♠♦st s❡t ♦❢ ♠❛r❦❡rs ✭r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ♦r✐❣✐♥✳ ❊✿ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛r❦❡r❀ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①✿ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛r❦❡r❀ (xbb, ybb)✿ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣
❜♦①❀ d1, d2, d3, d4✿ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❡❞❣❡s❀ Ctri ✲ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡
tr✐❛♥❣❧❡❀ hbb ✲ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❤❡✐❣❤t❀ wbb ✲ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✇✐❞t❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✸❉ ❙❝❛♥ ♦❢ ✸❉ ❚❛r❣❡t ✲ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ❡①♣r❡ss t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❛r② Pr♦✜❧❡ ▲✐♥❡ ✭❜❧✉❡✮ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❚❛r❣❡ts ③❡r♦ ❧❡✈❡❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❛♥❞ ▼❛r❦❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❛♥❞ ▼❛r❦❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ✈❛r✐♦✉s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ✸❉✲✷❉ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✸❉✲✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❛t❡❞ ✷❉✲✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t x✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❥❡t ♣r✐♥t✐♥❣ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡ts
✇❤❡r❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s
❛♥❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✉st✱ s❝r❛t❝❤❡s ♦r
r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts ♠❛② ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❞❡❧✐✈❡r
s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ st❡♣s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹
t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
s❤❛❞✐♥❣
❝♦rr❡❝t✐♦♥
✸❉ ❚❛r❣❡t
s❝❛❧❡ s♣❛❝❡
❞♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣
✷❉ ❚❛r❣❡t ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
❖ts✉ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ r❡s❛♠♣❧✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r
♣r♦♣❡rt② ✜❧t❡r✐♥❣
♠❛r❦❡r ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❤❛❞✐♥❣ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❛rt✐❢❛❝ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ❛s ♠✉❝❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❆t ✜rst✱ ❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ s❤❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣r❛② s❝❛❧❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✇✐t❤ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤✐t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❬❑❇✶✻❪✳
Ic = I − I ◦ S = I − (I ⊖ S)⊕ S ✭✸✳✶✮
✹✼
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❛♥❞ ▼❛r❦❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
❆ ❇ ❈
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❆✿ s❤♦rt ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✉st ❛♥❞ s❝r❛t❝❤❡s ❝❛✉s❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts❀
❇✿ ♠❡❞✐✉♠ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛rt✐❢❛❝ts ❜② ❞✉st ❛♥❞ s❝r❛t❝❤❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡✱ s❤❛❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❡❛rs❀
❈✿ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✱ ❧❛r❣❡ s❤❛❞✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t✳
❙❝❛❧❡ ❙♣❛❝❡ ❉♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ❚❤❡ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡r ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ Ic ✇✐t❤ m ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ n r♦✇s ✐s ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r
♦❢ t✇♦ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ Is✿
Is(x, y) = Ic(2x, 2y) | 0 ≥ x > m; 0 ≥ y > n ✭✸✳✷✮
●❛✉ss✐❛♥ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❖♥ t❤❡ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ✐♠❛❣❡ Is ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❬▲❡❡✽✸❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
r❡♠♦✈❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ❬▲❘❑❇✶✸❪✿
If (x, y) =
1
2πσ2
· e
(
− x
2+y2
2σ2
)
| σ = 2 ✭✸✳✸✮
❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❚❤❡ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ t♦ ❣❡t ❝♦rr❡❝t ♠❛r❦❡r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣❡s✳
❖ts✉ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❆❢t❡r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ❖ts✉✬s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❬❖ts✼✾❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✭♠❛r❦❡rs ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ❛♥❞ t♦
❝r❡❛t❡ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ❖ts✉ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s t❤❡ s✐♠✲
♣❧❡st✱ ❢❛st❡st ❛♥❞ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
t❤r❡s❤♦❧❞ t t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❧❛ss❡s✳
Ib =



0✱ ✐❢ If < t
1✱ ✐❢ If ≥ t
✭✸✳✹✮
❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ■♠❛❣❡ Pr♦♣❡rt✐❡s ❋♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ s❡❣✲
♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿
✹✽
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❛♥❞ ▼❛r❦❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
❛r❡❛✿ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ t❤✉s✱ t♦ t❤❡ m00 ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡✳
✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ cw ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ m00✱ m01
❛♥❞ t❤❡ m10 ♠♦♠❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✸✽ r❡s✉❧ts ✐♥✿
cwx =
∑N
i=1 I (xi, yi)x
∑N
i=1 Ib (xi, yi)
✭✸✳✺✮
❢♦r t❤❡ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛♥❞
cwy =
∑N
i=1 I (xi, yi) y
∑N
i=1 Ib (xi, yi)
✭✸✳✻✮
❢♦r t❤❡ ② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳
♠✐♥♦r ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✿ ❚❤❡ ♠✐♥♦r ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❧❧✐♣s❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 ❛♥❞ λ2 ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✿
A =


m20 m11
m11 m02

 ✭✸✳✼✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s ra ✭♠❛❥♦r✮ ❛♥❞ rb ✭♠✐♥♦r✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾❬❇❇✶✺✱
♣✳ ✷✺✼❪✿
ra = 2 ·
(
λ1
|R|
) 1
2
✭✸✳✽✮
rb = 2 ·
(
λ2
|R|
) 1
2
✭✸✳✾✮
R ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❘❡❣✐♦♥✳
❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✿ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ❛❧❧ ❝✐r❝✉❧❛r
s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♠❛② ♥♦t
❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝✐r❝❧❡ ❬▲✉❤✶✹❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② Ecc (R)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡✱ ❜✉t ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♥♦♥✲♠❛r❦❡r ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r❡s❡♥ts
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✱ ❡✳❣✳ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ❢♦❝✐ ❛♥❞ t❤❡
♠❛❥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤ ❬▼▼✶✺❪ ♦r ✈✐❛ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ❬❇❇✶✺✱ ♣✳ ✷✺✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✿
Ecc (R) =
m20 +m02 +
√
(m20 −m02)
2
+ 4 ·m211
m20 +m02 −
√
(m20 −m02)
2
+ 4 ·m211
✭✸✳✶✵✮
▼❛r❦❡r ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❢t❡r t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✭❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡r ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡r ❢♦r t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t❀ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ✲ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✲ ❢♦r t❤❡ ✷❉ t❛r❣❡t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x t♦ ✐ts ✸❉ ✇♦r❧❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt X ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ✉♣ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❛r❦❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛❧❧
✹✾
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❛♥❞ ▼❛r❦❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ♣✐①❡❧s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ Ecc > 2 ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡❛s ✉s✉❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛r❦❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞s cw ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ r❡❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧
r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ t♦♦✳ ❚❤❡s❡ st❡♣s r❡♠♦✈❡
t❤❡ ♠♦st ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r✱ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ❧✐❦❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥ s❡t✉♣✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❞♦ r❡♠❛✐♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r r❡❣✐♦♥s t❤❛t
s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆✲♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡
✉s❛❣❡ ♦❢ ✇r♦♥❣ ♠❛r❦❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡rs ✭❝r♦ss✱ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ tr✐❛♥❣❧❡✮✳ ■♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ❛rt✐❢❛❝ts t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡
s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛r❡❛✳ ❆ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❬❋❇❋✼✼❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦r✲♠❛r❦❡rs N1 ❛♥❞ N2 ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs vl ❛♥❞ vr ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s c
❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ✈❡❝t♦r vs✳
~vl =


xvl
yvl

 = cRect − cN1
~vr =


xvr
yvr

 = cRect − cN2
~vs = ~vl + ~vr
✭✸✳✶✶✮
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ✐❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛r❡❛
✭♠❛①✐♠✉♠ ❛r❡❛✮ ✐s t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛r❦❡r ♦❢ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t✿
Rmax =



Rrect ; ✐❢
ra (Rmax) < 3 · ra (N1) ❛♥❞
ra (Rmax) < 3 · ra (N2) ❛♥❞
|~vl| < 1.5 · ra (Rmax) ❛♥❞
|~vr| < 1.5 · ra (Rmax) ❛♥❞
|~vs|
|~v1|
< 0.1 ❛♥❞
|~vs|
|~v2|
< 0.1
0 ; else
✭✸✳✶✷✮
■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❢❛❧s❡✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦r ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡r✱ ❛♥❞ ✐s
r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t t♦ (0, 0, 0)T ✳
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡r r♦✇s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ~v1 ❛♥❞ ~v2✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭✷❉ t❛r❣❡t✿ ✺❀ ✸❉ t❛r❣❡t✿ ✸✵✮ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r✳ ❋♦r ❡✈❡r②
s❡t ♣❛✐r ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ♠❛r❦❡r ❛♥❞ ❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✿
❼ ✈❡❝t♦rs |~vi| ❛♥❞ |~vij | | i = [0; 29] ❛♥❞ j = [i + 1; 30 ✭✸❉✮❀ i = [0; 4] ❛♥❞ j = [i + 1; 5] ✭✷❉✮
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛r❦❡r ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs s✐♠✐❧❛r t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✶
✺✵
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✸ ❚❛r❣❡t ❛♥❞ ▼❛r❦❡r ❉❡t❡❝t✐♦♥
❼ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs✿ |~vi| ❛♥❞ |~vij |
❼ ❛♥❣❧❡ αij ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs |~vi| ❛♥❞ |~vij |✿
αij =
arccos
(
~vi·~vij
|~vi|·|~vij |
)
· 180
π
✭✸✳✶✸✮
❼ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠✿
Relv =
min (|~vi|)
max (|~vi|)
✭✸✳✶✹✮
❼ ❛♥❣❧❡ beta ❜❡t✇❡❡♥ v1 ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥ vr
β =
arccos
(
~vi·~vr
|~vi|·|~vr|
)
· 180
π
; ✭✸✳✶✺✮
❼ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ♥♦r♠s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r vr
Relo =
min (|~vi|, |~vij |)
|~vl|r|
✭✸✳✶✻✮
❆ ♣r♦♣❡r ♠❛r❦❡r ❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ✾✵➦ ❛♥❣❧❡✳ Relv s❤♦✉❧❞ ❜❡
♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✷❉ t❛r❣❡t ❛♥❞ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✵✳✹✶ ❢♦r t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t ❛♥❞ ✵✳✺ ❢♦r t❤❡
Relo✳ ❖✇✐♥❣ t♦ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ± ✶✵➦ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡s αij ❛♥❞ β✱ ❛♥❞ ± ✵✳✷
❢♦r t❤❡ ♥♦r♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✷❉ t❛r❣❡t ✿
R =



Rm ; ✐❢ 80◦ ≤ αij ≤ 100◦ ❛♥❞ 0.8 ≤ Relv ≤ 1.2
0 ; ❡❧s❡
✭✸✳✶✼✮
✸❉ t❛r❣❡t ✿
R =



Rm ; ✐❢
80◦ ≤ αij ≤ 100
◦ ❛♥❞ 0.21 ≤ Relv ≤ 0.61 ❛♥❞
−10◦ ≤ β ≤ 10◦ ❛♥❞ 0.3 ≤ Relo ≤ 0.7
0 ; ❡❧s❡
✭✸✳✶✽✮
R ✐s ❛♥ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♣✐①❡❧s✮ ❛♥❞ Rm ✐s ❛ ♣✐①❡❧ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛r❦❡r✳
❋♦r t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t✱ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛r❦❡r ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡✐r ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st r❡❣✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ❈♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ctri ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✬s ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♦r✐❣✐♥ (xbb, ybb)✱ ✇✐❞t❤ wbb✱
❛♥❞ ❤❡✐❣❤t hbb✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s (d1 . . . d4) ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❡❞❣❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❆t ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r✱ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ✜tt✐♥❣ ❬❋P❋✾✾❪ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥✲
tr♦✐❞✱ ❛s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞ ♦✇✐♥❣ t♦ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ♠❛r❦❡rs ♦r
✺✶
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
r❡❝t❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡rs ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡①t s❝❛❧❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ■❢ t❤✐s ❢❛✐❧s ❢♦r ❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①✐ts ✇✐t❤ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦♦r ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳ ❆❢t❡r ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡✳
✸✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✸✳✹✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ❉✐st♦rt✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛❧♦♥❣ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs✬ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥s✱
t❤❡ ♠❛r❦❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ♦♥ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ s❤♦rt
❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❍❡r❡ ✉♣ t♦ ❢❦❡②♣♦✐♥tsr❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ki ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡s αij ❛♥❞ ✾✵➦ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✿
[k] = min
k1...4


∑
i
∑
j
|αij − 90
◦|2

 ✭✸✳✶✾✮
❆❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✵✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳
✸✳✹✳✷ P♦✐♥t ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❙❡t✉♣
✸❉ t❛r❣❡t✿ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✇❡r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦♥ ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡r❡ r♦t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ x✲✉♥✐t ✈❡❝t♦r
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ y✲❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ✶✳✷✺
♠♠✳ ❱✐❛ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♣❡r ♠♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤
♦r ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✳ ❆❧❧ ♠❛r❦❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ②✲✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✶✳✷✺ ♠♠ ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❧✐♥❡✳ ❚❤❡ z ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✬s ❧✐♥❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❢♦✉r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤r❡❡ ③✲❧❡✈❡❧s✿
z =



0 , ✐❢ li mod 4 = 1
0.5 , ✐❢ li mod 4 = {0, 2}
1 , ✐❢ li mod 4 = 3
✭✸✳✷✵✮
❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ❧❛②♦✉t✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✐♥ ❡✈❡r② ❡①tr❛❝t❡❞ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
✷❉ t❛r❣❡t✿ ❚❤❡ ✷❉ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✇❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r
s✐③❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✇❛s s♦rt❡❞ ❜② ❧✐♥❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❆s ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛r❦❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♠❛r❦❡r ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞♦ts ✭♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❞
✺✷
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❉✮ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇♥ t❛r❣❡t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ✐ts ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
✸✳✹✳✸ ✸❉ ❙✐♥❣❧❡✲■♠❛❣❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉▲❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❑❇✶✻❪✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s xi = [xi, yi, wi]
T ❛♥❞ X = [Xi, Yi, Zi, 1]
T ✐s r❡❛rr❛♥❣❡❞
t♦✿ 




0T −wiX
T
i yiX
T
i
wiX
T
i 0
T −xiX
T
i
−yiX
T
i xiX
T
i 0
T










p1
p2
p3





= 0 ⇒ A · p = 0 ✭✸✳✷✶✮
❚❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❑▲✽✵❪❬❍❩✵✸❪✳
A = UΣV T ✭✸✳✷✷✮
■♥ t❤❡♦r②✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ t❛r❣❡t ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❡rr♦r ǫrepro❴s ❬❍❩✵✸❪ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▲❡✈❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❛rq✉❛r❞t ❬▲❡✈✹✹❪ ❬▼❛r✻✸❪✳
ǫrepro❴s =
N∑
i=1
d (xi, PX i)
2 ✭✸✳✷✸✮
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✸✳✹✳✶ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧ ❡①tr✐♥s✐❝✱ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❧❡♥s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡✜♥❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴s✳ ❆s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❙❈ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❙❈❈♦ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳
✸✳✹✳✹ ✸❉ ▼✉❧t✐✲■♠❛❣❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ✐♠♣r♦♣❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡r❡❜②
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝s ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝❤❛♥❣❡s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✮✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s✱ ❛ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤❡r❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ✜rst ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡✛❡❝t✱ ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛ ♦❢ ❡❛❝❤
s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♠✉st ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛ s❡❝♦♥❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs
✺✸
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✺ ▼♦❞❡❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ j✳
ǫrepro❴m =
M∑
j=1
N∑
i=1
d (xij , PjX ij)
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❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ▼❈✳
✸✳✹✳✺ ■t❡r❛t✐✈❡ ✸❉ ▼✉❧t✐✲■♠❛❣❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❬❆❘❚✵✾❪ ✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬❚▼❍❋✵✵❪✳ ❖✇✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤✐♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧♦♦♣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴m ♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❛r❣❡t ✐s ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ▼❈❈♦✳
✸✳✹✳✻ ✷❉ ❙✐♥❣❧❡✲■♠❛❣❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❋♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❩❤♦✉
❡t ❛❧✳ ❬❩◆✾✾❪ ❛♥❞ P✐❡t❡rs ❛t ❛❧✳ ❬P❏◆✶✵❪ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✷❉ t❛r❣❡t ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥❞ ❡①tr✐♥s✐❝ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❚s❛✐✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❚s❛✽✼❪✳ ❲❤✐❧❡ ❚s❛✐ ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❛
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✸✳✹✳✶ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❙❈✷❉✳
✸✳✺ ▼♦❞❡❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡rs ❛♥❞ ❧❡♥s❡s ❧❡❛❞ t♦ ✈❛r②✐♥❣ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞
✭❉❖❋✮ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ǫrepro❴s ❛♥❞ ǫrepro❴m✱ t❤❡
♠❡❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✷❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ♦❢ ❛❧❧ s❡t✉♣s ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ✷❉ t❛r❣❡t ✭❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs✮ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon ✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡rr♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
ǫrecon =
1
N
N∑
i=1
d (Xi, Xrecon)
2 ✭✸✳✷✺✮
❚❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ǫrepro❴s ❛♥❞ ǫrepro❴m ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥
♠❛r❦❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✸ ❛♥❞ ✸✳✷✹✳
✺✹
❈❤❛♣t❡r ✸ ✸✳✺ ▼♦❞❡❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❉❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ✭❉❖❋✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ s♣❛❝❡r s✐③❡s
❧❡♥s s♣❛❝❡r ❉❖❋ ✭µm✮ ✐♠❛❣❡ s❝❛❧❡
✶✵ ♠♠
✶✳✹ ♠♠ ✷✸✺✱✵✼✽ ✸✵✳✸✵✸
✶✳✾ ♠♠ ✺✽✱✼✼✵ ✶✺✳✶✺✶✺
✷✳✹ ♠♠ ✶✼✱✹✽✺ ✽✳✷✻✹✺
✷✳✾ ♠♠ ✽✱✷✻✹ ✺✳✻✽✶✽
✸✳✹ ♠♠ ✺✱✷✽✾ ✹✳✺✹✺✺
✸✳✾ ♠♠ ✸✱✾✾✾ ✸✳✾✺✷✻
✹✳✹ ♠♠ ✷✱✸✺✶ ✸✳✵✸✵✸
✹✳✾ ♠♠ ✶✱✽✸✵ ✷✳✻✼✸✽
✺✳✹ ♠♠ ✶✱✹✻✺ ✷✳✸✾✷✸
✺✳✾ ♠♠ ✼✹✾✳✻ ✷✳✷
✶✻ ♠♠
✷✳✹ ♠♠ ✺✾✱✸✻✾ ✶✷✳✾✽✼
✷✳✾ ♠♠ ✸✺✱✾✶✺ ✶✵✳✶✵✶
✸✳✹ ♠♠ ✷✹✱✵✹✷ ✽✳✷✻✹✺
✸✳✾ ♠♠ ✶✼✱✷✶✹ ✻✳✾✾✸
✹✳✹ ♠♠ ✶✵✱✵✻✻ ✺✳✸✹✼✻
✹✳✾ ♠♠ ✽✱✵✺✽ ✹✳✼✽✹✼
✺✳✹ ♠♠ ✺✱✵✺✶ ✸✳✼✽✼✾
✺✳✾ ♠♠ ✸✱✾✾✶ ✸✳✸✻✼
✻✳✾ ♠♠ ✸✱✵✷✼ ✷✳✾✸✷✻
✽✳✹ ♠♠ ✷✱✷✹✺ ✷✳✺✷✺✸
✶✵✳✶ ♠♠ ✶✱✷✻✸ ✶✳✽✾✸✾
✶✷✳✺ ♠♠ ✶✱✵✸✻ ✶✳✼✶✺✸
✷✺ ♠♠
✶✳✹ ♠♠ ✷✶✱✶✺✼ ✾✳✵✾✵✾
✶✳✾ ♠♠ ✶✹✱✻✾✷ ✼✳✺✼✺✽
✻✳✶ ♠♠ ✸✱✸✽✺ ✸✳✻✸✻✹
✶✵✳✶ ♠♠ ✶✱✶✾✾ ✷✳✶✻✹✺
✶✻✳✷ ♠♠ ✻✵✽ ✶✳✺✹✵✽
✷✷✳✸ ♠♠ ✹✹✹ ✶✳✸✶✼✺
✺✺
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
✹ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ ❉❛t❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣ P✐♣❡❧✐♥❡
✹✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
✹✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧
❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✭❡①t❡♥t✱ ❛r❡❛✱ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❖♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡
t❤❡ t✇♦ ▲❊❉ ❜❛r ❧✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ P❈❇ ❛t ❛ ❧♦✇ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛ ❞❛r❦ ✜❡❧❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❞✐✛✉s❡ ❛♥❞ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞
t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥② s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ P❈❇ ✭❜♦❛r❞ ✐ts❡❧❢✱ s♦❧❞❡r ♣❛❞s✱ ✇r✐t✐♥❣s✱ ❧✐♥❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s❡❣♠❡♥ts ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s
✐s ✉s❡❞✳
✹✳✶✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ t❡①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❍❛r❛❧✐❝❦ ✭❍❛r❛❧✐❝❦ ❢❡❛t✉r❡s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❞❡r ♣❛st❡
r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❍❛r❛❧✐❝❦ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛rt ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✮ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ r❡❣✐♦♥s✳
grad(f(x, y)) = ∇f(x, y) =


∂f(x,y)
∂x
∂f(x,y)
∂y

 =


f ′x(x, y)
f ′y(x, y)

 ✭✹✳✶✮
|grad(f(x, y))| =
√
f ′2x(x, y) + f ′
2
y(x, y) ✭✹✳✷✮
❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❜✐♥❛r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❖ts✉✬s t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡♠❡r❣❡❞ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ❜② ❛ ✢♦♦❞
✜❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❜✐t✇✐s❡ ♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✢♦♦❞ ✜❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❡①tr❛❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭s♦❧❞❡r ❛♥❞
♥♦♥✲s♦❧❞❡r✮✱ ✉♣ t♦ ✹ ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺
❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✶✹ ❍❛r❛❧✐❝❦ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛♥❞ ♥♦♥ s♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥s✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❞❡r ❛♥❞ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr❛st✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❡♥❡r❣②
✺✻
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
■♠❛❣❡ ✐♥♣✉t ✫ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✿
✜❧t❡r✐♥❣ ✫ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♠❛❣❡
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿
❖ts✉ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱
✜❧❧ ❤♦❧❡s
❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s
❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s
♥♦ s♦❧❞❡r s♦❧❞❡r
s❛✈❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t
❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♥❡①t ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❋❧♦✇ ❝❤❛rt ♦❢ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥✳ ❖t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡❧✐✈❡r r❡❞✉♥❞❛♥t ♦r ✐♠♣r♦♣❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳
GLCM1 → fcontrast1 ; fvariance1 ; fenergy1 ; fhomogeneity1 ; fentropy1 ✭✹✳✸✮
GLCM2 → fcontrast2 ; fvariance2 ; fenergy2 ; fhomogeneity2 ; fentropy2 ✭✹✳✹✮
GLCM3 → fcontrast3 ; fvariance3 ; fenergy3 ; fhomogeneity3 ; fentropy3 ✭✹✳✺✮
GLCM4 → fcontrast4 ; fvariance4 ; fenergy4 ; fhomogeneity4 ; fentropy4 ✭✹✳✻✮
❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② t❡①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱
❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✜✈❡ ♠❡❛♥ t❡①t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❡①✐st✳
f̄contrast =
fcontrast1 + fcontrast2 + fcontrast3 + fcontrast4
4
✭✹✳✼✮
f̄variance =
fvariance1 + fvariance2 + fvariance3 + fvariance4
4
✭✹✳✽✮
✺✼
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
f̄energy =
fenergy1 + fenergy2 + fenergy3 + fenergy4
4
✭✹✳✾✮
f̄homogeneity =
fhomogeneity1 + fhomogeneity2 + fhomogeneity3 + fhomogeneity4
4
✭✹✳✶✵✮
f̄entropy =
fentropy1 + fentropy2 + fentropy3 + fentropy4
4
✭✹✳✶✶✮
❲✐t❤✐♥ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ P❈❇ ✐♠❛❣❡s✱ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r ❛r❡❛s ❛r❡ s❡t✉♣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♥❡✇ ✐♠❛❣❡s✳ ❆
r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ❍❛r❛❧✐❝❦ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❛❜♦✈❡✱ ♦r ❜❡❧♦✇ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡r
❛r❡ s♠❛❧❧❡r ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥s✳
✹✳✶✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ P❈❇ s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛r❦❡❞ s♦❧❞❡r ❛♥❞ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r ❛r❡❛s✳ ❆♥
❡①❡♠♣❧❛r② ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡❛s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛ P❈❇✿ ②❡❧❧♦✇✿ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✱ ❜❧✉❡✿ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣s✱ r❡❞✿ ❞✉st ❛♥❞ ♦t❤❡r
♣♦❧❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ t❤❡
t❡st P❈❇✿
✺✽
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✭r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r✲♦❜❥❡❝ts ✭❧❡❢t✮
✶✳ str♦♥❣ ♣♦❧❧✉t❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
✷✳ ❝❧❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
✸✳ ❝❧❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✱ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✭✜♥❛❧ s❡t✉♣✮
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❞❛t❛ s❡t ✶ ✭❧❡❢t✮✱ ✷ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ✸ ✭r✐❣❤t✮
✇❛s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭PP❱✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✉t❤ ♠❛tr✐①✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❚r✉t❤ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♣r❡s❡♥t
s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t❡❞ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♥♦ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r✉♥s ♦♥ ❛ ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤
t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✭s♦❧❞❡r ❛♥❞ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r✮ t❤❡ tr✉t❤ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✉♣✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❛s❡s✿
❼ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❚P✮✿ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r ♣❛st❡❀ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❡r❡ s♦❧❞❡r
♣❛st❡ ✐s ♣r❡s❡♥t
✺✾
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❼ tr✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❚◆✮✿ ♥♦ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t❡❞❀ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱
♥♦ ♣❛st❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞
❼ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❋P✮✿ ✇r♦♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡❀ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ ♥♦ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ♣r❡s❡♥t
❼ ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❋◆✮✿ ♠✐ss✐♥❣ s♦❧❞❡r ♣❛st❡❀ ♥♦ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
s♦❧❞❡r ♣❛st❡
❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ PP❱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s❬❚♦❡✶✷❪
sensitivity =
TP
TP + FN
✭✹✳✶✷✮
PPV =
TP
TP + FP
✭✹✳✶✸✮
❊✈❡r② ❡①❛♠✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳
✻✵
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
✹✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧
❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs ♠❛♥② ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡❧✐✈❡rs ❞✐✛❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦❡s
❬▲❘❑❇✶✸❪✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛s ♠❛♥② ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ s♦❧❞❡r
❥♦✐♥ts ❛♥❞ ❛s ❧❡ss ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭P❈❇✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② s♣❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛r❡❛✱ t♦ ❛ss✉r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✻ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❛ss❡s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❢♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❦❡② ♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❙♦❧❋❡❈✮✳ Pr✐♦r t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ st❡♣ ✐s t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ✐♥ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ s❤♦rt ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡
❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦✈❡❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡✱
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
✹✳✷✳✷ ❉❛t❛s❡ts
■♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ P❈❇ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ♣r♦♣❡r ✐♠❛❣✐♥❣ t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤♦✉t s❛t✉r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡
r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❞❛t❛ s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♥ ♣❛rt ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡
❡①❛♠✐♥❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❤♦❧❞s ✶✵ P❈❇s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❛♠♦✉♥ts ❛♥❞ ✸✵ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ✸✵✵ P❈❇ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✈❛r✐❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
✻✶
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
✶✵✪ ✷✵✪ ✸✵✪ ✹✵✪ ✺✵✪ ✼✵✪ ✾✵✪ ✶✵✵✪
✷♠s
✹♠s
✻♠s
✽♠s
✶✵♠s
✶✷♠s
✶✹♠s
✶✻♠s
✶✽♠s
✷✵♠s
✷✷♠s
✷✹♠s
✷✻♠s
✷✽♠s
✸✵♠s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ❊①❡♠♣❧❛r② ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✿ ❚❤❡ t❡st s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r
♣❛❞s ❢r♦♠ ✶✵✪ t♦ ✶✵✵✪ ✭❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✳ ❆ ♣r♦♣❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s r❛r❡❧② ✈✐s✐❜❧❡ t♦ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❥♦✐♥ts ❛r❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛s s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳✸ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❖❘❇ ❛♥❞ ❋❆❙❚ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
♦♣❡♥❈❱✬s ❈❯❉❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷ ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆❢t❡r ❡✈❡r② ❞❡t❡❝t♦r ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭❙■❋❚✱ ❙❯❘❋✱ ❇❘■❊❋✱ ❖❘❇✱ ❇❘■❙❑✮ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r✐♦r
t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
✻✷
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ P❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs
❉❡t❡❝t♦r P❛r❛♠❡t❡r ❘❛♥❣❡
❙■❋❚
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡s ✶ ✲ ✺
❡❞❣❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✷✵✱✶✵✱✺✱✸✱✶
❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✵✺
❙❯❘❋
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡s ✶ ✲ ✺
❧❛②❡rs ♣❡r ♦❝t❛✈❡ ✷✵✱ ✶✵✱ ✺✱ ✸
❤❡ss✐❛♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✺✵✵✱ ✸✵✵✱ ✶✵✵✱ ✶
❋❆❙❚
❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ✶ ✲ ✺✵
❤❛r❞✇❛r❡ ❈P❯✱ ●P❯
❖❘❇
♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ✵ ✲ ✽
❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ✶ ✲ ✺✵
❤❛r❞✇❛r❡ ❈P❯✱ ●P❯
❇❘■❙❑
❈♦♥tr❛st ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✶ ✲ ✺✵
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡s ✶ ✲ ✶✵
▼❙❊❘ ❞❡❧t❛ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✶ ✲ ✶✵
✹✳✷✳✹ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ▼❛t❝❤❡s
❱❡❝t♦r ❉✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✼✳✷✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
✭♣♦✐♥t ♣❛✐rs✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ❜② r♦t❛t✐♦♥✱ s❝❛❧❡✱
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ tdist ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✐❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❡❝t♦rs ~a ❛♥❞ ~b ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛t❝❤ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ tdist ❬❍❩✵✸❪✿
ppmatch
(
~a,~b
)
=



true ❀ if d
(
~a,~b
)
< tdist
false ❀ otherwise
✭✹✳✶✹✮
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ▼❛tr✐① ❛♥❞ ❊♣✐♣♦❧❛r ●❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr②
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❜❛s❡ ❧✐♥❡ ✭t❤❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡rs C ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✸❉ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
❛❧s♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❡s e ❛♥❞ e′✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ✶ ♦♥t♦
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ✷ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ P♦✐♥ts X✱ C1✱ C2✱ x✱ x′✱ e ❛♥❞ e′
✻✸
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t x′ ♦❢ x ♠✉st ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣✿
x 7→ l′
❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts t♦ ❧✐♥❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① F ✳
X
C1 C2
x x
′
e e′
l
l′
❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ❊♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr②✿ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡rs✱ ❛ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❡♣✐♣♦❧❛r ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ x′✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❛♠❡r❛
❝❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛♠❡r❛ r❡s✉❧ts ✐♥ ❡♣✐♣♦❧❡s e ❛♥❞ e′✳ e ❛♥❞ x ❛s ✇❡❧❧ ❛s e′ ❛♥❞ x′ s❡t✉♣ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r
❧✐♥❡s l ❛♥❞ l′ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ❬❝❢✳ ❍❩✵✸❪✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ❛ ♣♦✐♥t x′ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤✐s ♣♦✐♥t ❝❛♥♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤
❛ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t x✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✉s❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺✳
F = [P ′C]× P ′P+ ✭✹✳✶✺✮
■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ P+ ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ P ✭PP+ = I✮✱ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ P ′ ✐s t❤❡
❝❛♠❡r❛ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ C ✐s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✉s✱ [P ′C] ✐s t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r C ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❛♠❡r❛ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♠❡r❛
✈✐❛ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ′ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❡ e′ = [P ′C]✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✇✐❧❧ ♠❡❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
x′Fx = 0 ✭✹✳✶✻✮
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ❜✉t
s♦ ❞♦ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ❧✐♥❡ l′✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r
♣❧❛♥❡ ✐s ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❡s ❧✐❡ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ♠❛t❝❤ ✐s
✻✹
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❬❍❩✵✸❪✿
ppmatch
(
~a,~b
)
=



true ❀ x′Fx = 0
false ❀ otherwise
✭✹✳✶✼✮
dCam
Ci
Cj
Xtest
xj❴test
xi❴test
✐♠❛❣❡ ❛t ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥ Cj ✐♠❛❣❡ ❛t ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥ Ci
❇ ❈
❆
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❈❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿ ❆ ✈✐rt✉❛❧ t❡st ♣♦✐♥t Xtest ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇s ✭♦r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s s❡t ❛t dCam/2 ✇✐t❤
❛ ❤❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❈❇ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♠❛❣❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s i
❛♥❞ j ✭i 6= j✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts xi❴test ❛♥❞ xj❴test✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛ ❢❡❛t✉r❡ s❤✐❢t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❆ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤ ❜② t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡
✐♥ ❈ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s stol ✭♥♦t t♦ s❝❛❧❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭r❡❞✮ ♠❛t❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡
✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❝✐r❝❧❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡✳
✻✺
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
❈❛♠❡r❛ ▼♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❆ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ P❈❇
❛r❡❛s ✭r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❇ ❛♥❞ ❈✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❛ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✭❝♦rr❡❝t✮ ❛♥❞ r❡❞ ✭❢❛❧s❡✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳
❍❡r❡✱ r❡str✐❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❣❡♦♠❡tr② ♠❡❛♥s✱ t❤❛t t❤❡ P❈❇ ✐s ❛❧♠♦st ✢❛t✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛r♣❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ♦❢ ✽✵✵ µm✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦
❝♦rr❡❝t t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ✐s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ s❤✐❢t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❣❡ts ❜② ❝❛♠❡r❛ ♠♦t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤✐❢t ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭xshift ❛♥❞ yshift✮ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❛❦✐♥❣
t❤❡ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✵✮✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ✸❉ ♣♦✐♥t Xtest ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ P❈❇ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Pi ❛♥❞
Pj ✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts xi❴test ❛♥❞ xj❴test✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣♦✐♥t Xtest ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦
❜❡ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡rs Ci ❛♥❞ Cj✮ ❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ P❈❇ ✭PCBh✮ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✶✽✮✳
Xtest =








X
Y
Z
1








=








(CiX + CjX) /2
(CiY + CjY ) /2
PCBh
1








✭✹✳✶✽✮
xi❴test = PiXtest ❛♥❞ xj❴test = PjXtest ✭✹✳✶✾✮


xshift
yshift

 =


xi❴test(x)− xj❴test(x)
xi❴test(y)− xj❴test(y)

 ✭✹✳✷✵✮
◆♦t❡✱ t❤❛t ♥♦t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❤✐❢t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ♠❛② r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✸❉ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ s❤✐❢t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✈❛r② ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ❝✐r❝✉✲
❧❛r r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s stol t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✸❉ ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t s❤✐❢t
t❤❛♥ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ P❈❇ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡
♣♦✐♥t ❛♥❞ ♠❛t❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❤✐❢t ✈❛❧✉❡s t♦ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts xfi ❛♥❞ xfj ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✵ ❛♥❞
❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✿
ppmatch
(
~a,~b
)
=



true ❀ xfi(x)− xfj(x) = xshift ± stol ❛♥❞
xfi(y)− xfj(y) = yshift ± stol
false ❀ otherwise
✭✹✳✷✶✮
❍❡r❡ i ❛♥❞ j ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣✳
✻✻
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
✹✳✷✳✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
✹✳✷✳✺✳✶ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ■♥ t❤❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✈✐s✉❛❧❧② ❜② s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❝♦✈❡r❛❣❡
❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢r❡❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❙♦❧❋❡❈ ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✺ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
t❤❛t t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿
❼ s❡❣♠❡♥t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t
❼ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛r❡❛ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷
❼ ✷❉ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❼ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s
❚❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✈✐❛ ❖ts✉✬s t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥✳ ❊✈❡r② ❦❡②♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
ptf = (xf , yf ) ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❦❡②♣♦✐♥t
❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r t❤❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s dptp ij ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t
i ❛♥❞ j✱ (i, j ∈ N|1 ≤ i, j ≤ nf ) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ i ❛♥❞ j ❛r❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ nf ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✿
dptp ij =
√
(xfi − xfj)
2
+ (yfi − yfj)
2 ✭✹✳✷✷✮
■❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ❜② ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡
♣♦✐♥ts max dptp ij ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♥❡ lt t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ drel ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥✬s ♠✐♥♦r ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✿ ✭lmi ❛♥❞ lma✮✿ lt =
√
l2mi + l
2
ma✳
drel = max dptp ij/lt ✭✹✳✷✸✮
❚❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ s❤✐❢t cshift✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❡♥tr♦✐❞ cr = (xcr , ycr )
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✭r❡❣✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❡♥tr♦✐❞ cf = (xcf , ycf ) ✐s s❡t✉♣ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❛t s❡❣♠❡♥t❡❞ s♦❧❞❡r
✻✼
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
❥♦✐♥t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s cr ❛♥❞ cf ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
❜❡❝♦♠❡s
cshift =
√
(
xcf − xcr
)2
+
(
ycf − ycr
)2
∣
∣
∣
∣
cf =
1
nf
nf∑
i=1
ptfi ✭✹✳✷✹✮
■❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❝❡♥tr♦✐❞s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❤✐❢t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♣✐①❡❧s ✐t ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❥♦r
❛①✐s ❧❡♥❣t❤ lma ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❤✐❢t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞
♦♥❡ ✐❢ t❤❡ s❤✐❢t ✐s ③❡r♦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❝❡♥tr♦✐❞ s❤✐❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ❜② ❢❡❛t✉r❡s ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧
t♦ ♦♥❡✲t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠✐♥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❆❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬❲❛t✽✶❪✳ ❋r♦♠
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡s t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s e ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧
❡❞❣❡s nle ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡✲t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠✐♥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s❡t ✐♥t♦ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠❛❥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✿
dle =
∑nle
i=1 le
nle
/lma |le = e ✐❢ e >
lmi
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dle ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ❡❞❣❡s ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ✐❢ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡
❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s
❧❡♥❣t❤✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❢❛❝t♦r t❛❦❡s t❤❡ ♠❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡s ✭❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤✐s
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t t♦ ♦♥❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✿
wd =



1 ✐❢ 10·ēlmi < 1
10·ē
lmi
❡❧s❡
✭✹✳✷✻✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Arel ❞❡s❝r✐❜❡s✱ ✐❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❡♥❝❧♦s❡❞
♣✐①❡❧ ❛r❡❛ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥✳
Arel =
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♣✐①❡❧s
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✜❧❧❡❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧
✭✹✳✷✼✮
❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧
❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ♣✐①❡❧ ❛r❡❛ ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❆ ❜❛❞❧② ❝♦✈❡r❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛ s♠❛❧❧❡r ❢❡❛t✉r❡
❜❛s❡❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡✳ P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ ✺ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦❣❡t❤❡r✱ ❛
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿
SolFeC =
drel + (1− (cshift/lma)) + (1− dle) + 1/wd +Arel
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❯s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✹✳✷✽ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② s✉♠♠❛♥❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✽ ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❡ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦✈❡r❛❣❡
❛♥❞ s♦ t❤❡ ❙♦❧❋❡❈✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s✳
✻✽
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
✹✳✷✳✺✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❛❧❧✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞
✶✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❈P❯✲❜❛s❡❞ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡✱ ❋▲❆◆◆ ❛♥❞ ●P❯✲❜❛s❡❞ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❛t❝❤❡r✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦♣❡♥❈❱ ✐s
❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
❘❡❝❛❧❧ ❚❤❡ r❡❝❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳
r❡❝❛❧❧ =
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡s
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
✭✹✳✷✾✮
Pr❡❝✐s✐♦♥ Pr❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ♠❛t❝❤❡s✱ ♥♦
♠❛tt❡r ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ♦r ❢❛❧s❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳
♣r❡❝✐s✐♦♥ =
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡s
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ❝♦rr❡❝t ♦r ❢❛❧s❡
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✶✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❚❤❡ ✶✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t✉r♥ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛t❝❤❡s
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♠❛t❝❤❡s✳ ❆ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡❛♥s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✳
1− ♣r❡❝✐s✐♦♥ =
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ❝♦rr❡❝t ♦r ❢❛❧s❡
✭✹✳✸✶✮
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s✮ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❈♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡✜♥❡ ♠❛t❝❤❡s ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts t❤❛t r❡❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣
t♦❣❡t❤❡r ✇❤✐❧❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛r❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t ❦❡②♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❬❚❙❍+✶✵❪✳ ❆s ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✾ t♦ ✹✳✸✶ s❤♦✇✱ ♥✉♠❜❡rs ❧✐❦❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❛t❝❤❡s
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝♦r❡s✳ ❯s✉❛❧❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛r❡❛s ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✉s✱ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ❛r❡❛ ❝❛♥♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t
♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛♥✉❛❧ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞
♠❛t❝❤❡s ✭>✶✵❦✮ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡✛♦rt✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s ✜♥❛❧❧② s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✻✾
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣
✹✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣
✹✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧
❆❢t❡r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st❛rt t❤❡ ✸❉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ st❡♣s
❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛rt ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡❛r
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✽✳
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ■♠❛❣❡ ♣♦❥❡❝t✐♦♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣
❈♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧
✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts
❱♦❧✉♠❡ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥
❙♠♦♦t❤✐♥❣
✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛②
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
✹✳✸✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✈♦❧✉♠❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐♥t♦ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❧❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❚❤✐s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♣t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡❞ ❜❛s❡❞ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺✳✶✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥t
❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✉s✐♥❣ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❘❯❙✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❆ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ ❛
♣♦✐♥t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧✉st❡r✳ ■❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ✸❉ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛r❡ ❢❛rt❤❡r
❛♣❛rt t❤❛♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✱ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ♠② ❜❡❝♦♠❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❢❛❧s❡ ❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢❛❧s❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ P❈❇ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇✐t❤ z = 0 t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ♠❛tr✐① H✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① P ✿
H =





p11 p12 p14
p21 p22 p24
p31 p32 p34





✭✹✳✸✷✮
✼✵
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❋♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✉s
❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥t x ✭♣✐①❡❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ✸❉ ✇♦r❧❞ ♣♦✐♥t X ✭z = 0✮ ❜②✿
X = H−1x ✭✹✳✸✸✮
❯s✐♥❣ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤r❡❡ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦
t♦♦ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s
♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥ts
✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r✱ ✇✐t❤ r < dmax✱ ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ dmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts
❝❛♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ ③❡r♦✲❧❡✈❡❧
♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s♣❛rs❡ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ③❡r♦✲❧❡✈❡❧ ❝❧♦✉❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② s❡♣❛r❛t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t
❝❧✉st❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r ✸❉ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳
✹✳✸✳✸ ❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❱♦❧✉♠❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥
❉✉❡ t♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ ✐♥t❡r ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ P♦✐ss♦♥
s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬❑❇❍✵✻❪ ♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✇❤❡♥ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❣r❡❡❞② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❞❇❈✈❑❖✵✽✱ ♣✳ ✺✺ ✲ ✺✽❪✱ t❤❡s❡ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ♣♦✐♥ts
✉♥❞❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞
♥♦♥✲❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉r✲
❢❛❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r t❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❧✉st❡r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳
❈♦♥❝❛✈❡ ❍✉❧❧ ❋r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r♦✉♥❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✸❉ ♣♦✐♥ts ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡
✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠✳ ❆ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ α✲s❤❛♣❡ ❬❊▼✾✹❪✳ ❋♦r ❛ ❝❧✉st❡r i | i = [1, N ] ✭N ✲
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts Si | S ∈ R3 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t
s❤❛♣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t s❡t✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❝❛♥
❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ■❢ α → 0 t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣♦✐♥t s❡t✳ ■❢ α → ∞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤✉❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡① ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ s❤❛♣❡ ✐❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t T ✭|T | = 4❀ ✹ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts t♦ ❜✉✐❧❞
t❡tr❛❤❡❞r♦♥ s✐♠♣❧❡①✮ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s r < α ✐s ❡♠♣t② ♦r ✐❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ▲✐❜r❛r② ✭P❈▲✮✳
✼✶
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ❧✐❜r❛r② ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ♥♦r♠❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡s✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ tr✐❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥
❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❱❚❑ ❉❡❧❛✉♥❛② ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❖♥❧② t❤❡ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t
❝❧♦✉❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❚♦♦❧❦✐t ✭❱❚❑✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛ ♣r♦♣❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡
tr✐❛♥❣❧❡s ❬❙▼▲✵✻❪✳
❙✉r❢❛❝❡ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ❆ s✉r❢❛❝❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s ❞✉❡ t♦
♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts v✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣❧❡s✳
❆❢t❡r t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❧✐st ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✐s st❛rt❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t v✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❡rt❡① ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❱✐❛ ❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss ❛ t♦ str♦♥❣ s♠♦♦t❤✐♥❣✳
❚❤❡ ♦♥❧② s❤❛r♣ ❡❞❣❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡r✈❡ ✐s t❤❡ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❣r♦✉♥❞ ♣♦✐♥ts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤✐s ❡❞❣❡ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❚❤✉s✱
♦♥❧② ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ > 0 ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❬❙▼▲✵✻❪✳
❱♦❧✉♠❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❆❢t❡r ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✸✺ ❛♥❞ ✹✳✸✹ ❬❆▲❉❋✾✹❪✳ ❆t ✜rst t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❝✉❜❡s ❜②
t❤❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❝✉❜❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝✉❜❡s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❝✉❜❡s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬❈▲▲+✽✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ❧✐st t❤❛t ✐s ❛ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
volume = kx
∑
i
(xinxi∆ai) + ky
∑
i
(yinyi∆ai) + kz
∑
i
(zinzi∆ai) ✭✹✳✸✹✮
∆ai =



∆x∆y
|nzi |
✐❢ nz ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
∆x∆z
|nyi |
✐❢ ny ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
∆y∆z
|nxi |
✐❢ nx ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✭✹✳✸✺✮
✼✷
❈❤❛♣t❡r ✹ ✹✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ❧✐st✳ x✱ y✱ z ❛r❡ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ kx✱
ky✱ kz ❛r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤♦s❡ s✉♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ∆ai ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✺✳ ❚❤❡s❡
❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt
♦❢ ✹✳✸✹ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ k✲❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
✼✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ✺✳✶ ●❡♥❡r❛❧
✺ ❉❡♠♦♥str❛t♦r ✲ ❉❡s✐❣♥✱ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡
✺✳✶ ●❡♥❡r❛❧
❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛ ❞❡♠♦♥str❛t♦r
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ s❡t✉♣ ❤❛s t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ♣r♦♣❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♣r✐♥t❡❞ P❈❇s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛ ❛t t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❤❡❛❞✱ ❛ ♠♦t✐♦♥ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ◆♦t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ❜✉t ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❛ ❤✐❣❤
❢r❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ ❢❛st ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆
♣r♦♣❡r ❧✐❣❤t♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛✈❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ✐s ♣✉t ♦♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛
✉♥✐q✉❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ❛r❡❛✳ ❆ s♦❢t✇❛r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡
❛❧❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✧❙♦❧❞❡r■♥s♣❡❝t✧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✉♥❞❡r ▲✐♥✉① ✉s✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❈✰✰ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛ tr❛♥s❢❡r r♦
t❤❡ ♣r✐♥t❡r✳ ❚❡st P❈❇s ❢♦r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ▼②✺✵✵ ❥❡t ♣r✐♥t❡r✳
✺✳✷ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠
❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❉❡♠♦♥str❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡s✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡ s❧✐❞❡s ❛r❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
s❧✐❞❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ P❈❇ ❤♦❧❞❡r ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❡st P❈❇s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❧✐❦❡ ❛❞❛♣t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧❡♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P❈❇ ✭✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❧✐❞❡s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜②
❛♥ ❘❙✲✷✸✷ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ s❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧❧✐♥❣ ❆❙❈■■ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛♥s✇❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
s♦❢t✇❛r❡ s❡♥❞s ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ t❤❡ s❧✐❞❡s ❛♥❞ ✇❛✐ts ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥s✇❡r ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❧✐❞❡s ❛♥s✇❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡❝♦❞❡❞ ✐♥ ♠♦t♦r ♠✐❝r♦ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ❢♦r ❧❛t❡r ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥
✭❝❛♠❡r❛✬s ❡①tr✐♥s✐❝s✮✳
✺✳✸ ❈❛♠❡r❛ ❛♥❞ ▲❡♥s
❋♦r ✐♥✐t✐❛❧ t❡st r✉♥s ❛ ●✐❣❊ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ✐s st✐❧❧ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤✉s
❛ ●✐❣❊ ❝❛♠❡r❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠ ✉t✐❧✐③❡ ❛ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✭❇❛✉♠❡r
❍❳❈✹✵✱ ❋r✐❡❞❜❡r❣✱ ●❡r♠❛♥②✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❛♠❡r❛ ▲✐♥❦ ✭❈▲✮ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈▲
❢r❛♠❡ ❣r❛❜❜❡r ❢r♦♠ ✧❙✐❧✐❝♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡✧ ✭❙✐❧✐❝♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ●♠❜❍✱ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ●❡r♠❛♥②✮✳ ❆t t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛♠❡r❛ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t ✭52× 55× 52 ♠♠✮✱ ❧✐❣❤t ✇❡✐❣❤t ✭✶✽✵ ❣✮ ❛♥❞ ♦✛❡rs ❛ ❤✐❣❤ ❢r❛♠❡ r❛t❡
♦❢ ✷✵✵ ❢♣s✱ ✐❢ t❤❡ r✐❣❤t ❈▲ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✉s❡s ❛ ✶ ✐♥❝❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ s❡♥s♦r
✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣✐①❡❧ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✺✳✺ µm ❛♥❞ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✲♠♦✉♥t t♦ ❛tt❛❝❤ ❧❡♥s❡s t♦ t❤❡
❝❛♠❡r❛✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♠❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ▲✐♥✉① s✉♣♣♦rt✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❦✐t✳
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❈❛♠❡r❛ ▲✐♥❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✈✐❛ ❛ s❡r✐❛❧ ♣♦rt ❛♥❞ ❆❙❈■■ ❝♦♠♠❛♥❞s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❘❙✲✷✸✷ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤✉s✱ ❛ ❧✐❜r❛r② ❢♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦r
s♦❢t✇❛r❡✳ ❆t ❡❛❝❤ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❢r❛♠❡ ❣r❛❜❜❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞
❛♥❞ s❡t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❡✳❣✳ s❤✉tt❡r s♣❡❡❞✱ ❣❛♠♠❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❈▲ t❛❜s ❬❇❛✉✶✷❪✮✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛ ✶✵ ♠♠ ❧❡♥s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t✉♣✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧❡♥s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ✧❙❝❤♥❡✐❞❡r ❑r❡✉③♥❛❝❤✧ ✭❏♦s✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡r
❖♣t✐s❝❤❡ ❲❡r❦❡ ●♠❜❍✱ ❇❛❞ ❑r❡✉③♥❛❝❤✱ ●❡r♠❛♥②✮ ❛♥❞ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ t❤r❡❛❞❡❞ s♣❛❝❡r✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❧❡♥s t♦ s❡♥s♦r ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥s ❛♥❞
♣❧❛❝✐♥❣ s✐♥❣❧❡ s♣❛❝❡rs✳
❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ②✐❡❧❞s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✹✵✳✸ ❧✐♥❡ ♣❛✐rs ♣❡r ♠♠ ♦r ✶✷✳✹ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✐♠❛❣✐♥❣ ❛ ❯❙❆❋ t❛r❣❡t✳
✺✳✹ ▲✐❣❤t✐♥❣
❚❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦r s②st❡♠ ✉s❡s ❛ r✐♥❣ ❧✐❣❤t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❡♥s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❈❇✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❣❡ts ❛♥ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✳ ❋♦r t❤❡ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❧❛t❡r❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❜❛r ❧✐❣❤ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ❛r❡❛ ✭✺✵✵ ♠♠ ① ✺✵✵ ♠♠✮✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛
♠♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤ts ♦♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❤❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t t♦ ❜❡ ♠♦✈❡❞✳
✺✳✺ ❉❡♠♦♥str❛t♦r ❙②st❡♠
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s ❛ ❈❆❉ s❦❡t❝❤ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❞❡♠♦♥str❛t♦r s②st❡♠ ❢♦r t❤❡
P❈❇ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✉s❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❥❡t ♣r✐♥t❡r✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ✭✸✮ ♠❛✐♥ ❛①✐s
✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚✇♦ ❧✐♥❡❛r
s❧✐❞❡s ✭✺✮ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ①✲②✲♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t ❤❡❛❞ ❛♥❞ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧ ❜❛r ❧✐❣❤ts ✭✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✭✹✮✱ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ P❈❇ ✭✷✮✳ ❆❧❧ ♣❛rts ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✭✻✮✳
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❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥tr♦❧s ✇❡r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❢t✇❛r❡
✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ♥❛♠❡❞ ❙♦❧❞❡r■♥s♣❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❥❡t ♣r✐♥t❡r
r✉♥s ♦♥ ▲✐♥✉①✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉s✐♥❣ ❈✰✰✳ ❚❤❡
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ✇❛s ♠❛♥❛❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ●✐t✲s❡r✈❡r ❢♦r ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✱
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❙♦❧❞❡r■♥s♣❡❝t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❛✐♥ ●❯■ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐♥❞♦✇ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✈✐❛ ❜✉tt♦♥s ❛♥❞ ❛ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇s ✐s t❤❡ ✸❉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ●❯■✳ ❚❤✐s
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✈✐❛ ❞r♦♣✲❞♦✇♥ ♠❡♥✉s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✸❉
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳
✺✳✻✳✷ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❈♦♠♣✉t❡ ❯♥✐✜❡❞ ❉❡✈✐❝❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭❈❯❉❆✮ ◆❱■❉■❆✬s ❈❯❉❆ ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐s
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ●P❯✱ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉s✐♥❣ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥✐ts ❛♥❞ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞
❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❤♦st✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r✉♥ ♦♥ t❤❡ ●P❯ ✭❞❡✈✐❝❡ ❝♦❞❡✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❬❏❙✶✵❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❈❯❉❆ ✐s ✉s❡❞ ❛t ♠❛♥② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♦♣❡♥❈❱✬s ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✱
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❙♦❧❞❡r■♥s♣❡❝t ●❯■✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞ ✉♣✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦✇♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✭❡✳❣✳ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡✮ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ❈❯❉❆✲
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❈❤❛♣t❡r ✺ ✺✳✼ ❖♥❧✐♥❡ ❙P■ Pr♦❝❡ss
❜❛s❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇✲
♣❧❛♥❡ ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✼✺ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳
❚❤r❡❛❞✐♥❣ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❧♦❝❦s ✭❚❇❇✮ ✲ P✐♣❡❧✐♥❡ ❉❡s✐❣♥ ■♥t❡❧s ❚❇❇ ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t♦ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❊❛❝❤
s❡♣❛r❛t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❚❇❇ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ❚❇❇ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦♥❧② ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡r② ✜❧t❡r r✉♥s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
t❤r❡❛❞ ♦r ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ✐t✬s ♦✇♥ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ st❛rt t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
✜rst ✐♠❛❣❡ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ♦r t♦ st❛rt t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✜rst t✇♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✭❡✳❣✳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✮✳ ◆♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs ❝❛♥ r✉♥
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ✜❧t❡r ❬❘❡✐✵✼❪✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢
❛♥ ✐♠❛❣❡ q✉❡✉❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤✐s st❡♣✳
✺✳✼ ❖♥❧✐♥❡ ❙P■ Pr♦❝❡ss
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ r✉♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❢t✇❛r❡
✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ st❡♣✲✇✐s❡ ✉s❡r✲tr✐❣❣❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦r ❛♥
❛✉t♦♠❛t✐❝ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st ♦♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦st
r❡❧❡✈❛♥t s❡tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✉s❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P❈❇ ❥❡t ♣r✐♥t❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳
❙❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❙②st❡♠ ❆t t❤❡ st❛rt ✉♣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞✳ ❚❤❡s❡
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❝❛♠✲
❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡tt✐♥❣s ●❯■ t♦
❝❤❛♥❣❡ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ P❈❇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡s✱ ✐♠❛❣❡s
♣❡r ♦❜❥❡❝t ♣♦✐♥t✱ ✐♠❛❣❡ s❛✈✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s ✭❜✐♥✱ ❥♣❣✱ ♣♥❣✱ ❜♠♣✱ ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛ s❡t✮✱ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐❦❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❡t❝✳ ❝❛♥ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞✱ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✱ s❡tt✐♥❣ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡ ✲ ❢r❡❡ r✉♥ ❛♥❞ tr✐❣❣❡r❡❞✮ ❛♥❞
❢❡❛t✉r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❞❡t❡❝t♦r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐♣t♦r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥✱
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧✐♥❡ss t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❡tt✐♥❣s
t❛❜s ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❛♠❡r❛✱ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✸✱ ❆✳✶✹✱ ❆✳✶✺ ❛♥❞ ❆✳✶✻ ❛t ♣❛❣❡s ❥ t♦ ❧✳ ❆t ❧❡❛st t❤❡ P❈❇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡t❡❝ts ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ ●✐❣❊ ♦r ❈▲ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✐♥ ✉s❡ ❛♥❞ s❡ts
✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡s ❛r❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ❤♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
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❈❛♠❡r❛ ▼♦❞❡❧ ❙❡t✉♣ ■❢ ♥♦ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ t♦♦❧✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ r✉♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❞r♦♣ ❞♦✇♥ ♠❡♥✉✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s❡tt✐♥❣s
t❛❜ ♦r ✇❤❡♥ s❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ✧s❛✈❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞❛t❛ s❡t✧ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣s t❛❜✳ ■❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✐s st❛rt❡❞✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦♠♣ts t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡
✸❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ❛t t❤❡ P❈❇ ❤♦❧❞❡r✳ ❆❢t❡r ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡
❞❡♠♦♥str❛t♦rs ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ r✉♥s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤✐s ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✽ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡s t♦ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡s
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❛rts ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ✐♠❛❣❡ ✐s s❡♥t
t♦ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❛❞② ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▼♦❞❡s ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✿ ♠❛♥✉❛❧✱ s❡♠✐✲
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡✳
▼❛♥✉❛❧✿ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♠❛♥✉❛❧ ♠♦❞❡ ❢♦r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡s❡
s❡tt✐♥❣s t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❡r❢♦r♠s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ✉s❡r r❡q✉❡st✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝❛♠❡r❛ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✾✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ✐❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ r✉♥s ✐♥ ❛
tr✐❣❣❡r❡❞ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♦❢t✇❛r❡ tr✐❣❣❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥str✉❝t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦r ✐♥
❢r❡❡ r✉♥ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ s❤✉tt❡r s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ s❤✉tt❡r s♣❡❡❞✱
❣❛♠♠❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❜r✐❣❤t♥❡ss ✭✵ t♦ ✷✺✺✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ P❈❇ ❤♦❧❞❡r ✐s ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❝❛♠❡r❛ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤♦✉t ✐ts ❞✐s❛ss❡♠❜❧②✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛rts
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞❡t❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ st❡♣s r❡q✉✐r❡ ♦t❤❡r ♣❛rts t♦
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜rst✱ ❡✳❣✳ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠s t❤❡
✉s❡r ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
❙❡♠✐✲❆✉t♦♠❛t✐❝ ✲ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧✿ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡✱ t❤❡ ✉s❡r s❡ts ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ ♣❛rts s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♥❞ st♦♣s ❛❢t❡r ❡✈❡r② st❡♣✳
❚❤✉s✱ ❛t ✜rst t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭♦r ❞❛t❛ s❡t ❧♦❛❞✐♥❣✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ✐s
✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❆❢t❡r ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ st❡♣ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✳
❖♥❧✐♥❡✿ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❛t ♠♦❞❡✱ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❚❇❇ ♦♥❧✐♥❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
✽✶
❈❤❛♣t❡r ✺ ✺✳✼ ❖♥❧✐♥❡ ❙P■ Pr♦❝❡ss
■♥s♣❡❝t✐♦♥ ■❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s ❛r❡ s❡t ✉♣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ✇✐❞t❤ ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ♠❛✐♥
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❛ ❝❧✐❝❦ ♦♥ ✧st❛rt ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✧ ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦♥❧✐♥❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡ t❤❡ ✸❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦♠❡s ✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♠♦✈❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ t❤❡ ✜rst ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ st❛rts t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❆❢t❡r ❡✈❡r② ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♠❡r❛
♣♦s✐t✐♦♥ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧✐❞❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ t♦ ❛ ❝✉st♦♠ ✧✯✳♣♦s❞❛t✧ ✜❧❡✳
❚❤❡ ♥❡✇❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣✉s❤❡❞ t♦ ❛ ❞❛t❛ q✉❡✉❡ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞❛t❛
q✉❡✉❡ ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡t❡❝ts ❛ ♥❡✇
✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣✉❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛♥❞ ❛ t❤r❡❛❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s st❛rt❡❞✳ ❊❛❝❤
♣✐♣❡❧✐♥❡ t❤r❡❛❞ ❤♦❧❞s ✐ts ♦♥ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❛❣❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ✜❧t❡rs ❛♥❞
✐s ♣✉s❤❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✜❧t❡r t♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✜❧t❡r t❛❦❡s t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❞✐st♦rt✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛❧s♦ ❛ss✐❣♥s ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣❡r ❧❛❜❡❧s t♦ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r ✇❛✐ts ✉♥t✐❧
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ❧❛❜❡❧s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♥♦ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ●P❯ ❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❧❛❜❡❧✐♥❣ r✉♥s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥tr♦✐❞ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❧❛❜❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ ✐❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛❝q✉✐r❡❞✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡
❧❛❜❡❧ ❢♦r ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛❝r♦ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧
❝♦✉♥t❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛r❡❛✳ ❆❢t❡r ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐t ✐s ✐♥s❡rt❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✜❧t❡r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ✜❧t❡r ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❛❧s♦ ❣❡ts t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ ❧❛❜❡❧ ❢r♦♠ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞ ♣✉s❤❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ♥❡①t ✜❧t❡r t❛❦❡s t❤❡ n✲t❤ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❢♦r ❛❧❧ n− 1 ✐♠❛❣❡s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞✐❝❡s
t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✜❧t❡r ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ P❈❇ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✜❧t❡r ✇❡r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❚❇❇✲✜❧t❡r ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ✐s t❤❡ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
t❤❡ ✸❉ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ st❡♣s ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝❤❛✐♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ♠✉st ❜❡ ✜♥✐s❤❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❛♥② ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣s ❛s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭✐❢ ♥♦ ❧❛❜❡❧❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✮✱ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ st❡♣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳ ❉✉❡ t♦
●P❯ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞✳
✽✷
❈❤❛♣t❡r ✺ ✺✳✼ ❖♥❧✐♥❡ ❙P■ Pr♦❝❡ss
❋✐❧❡ ❚②♣❡s ❚✇♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✜❧❡ t②♣❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✇♦r❦ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✜❧❡ t②♣❡ ✐s t❤❡ ✧✯✳♣♦s✲
❞❛t✧✳ ❚❤✐s ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ♠♦t♦r s❧✐❞❡ ❛♥❞ ✐s s❛✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ❛ r❡✲✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ r❡✲
♣❡❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤♦✉t ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❧❡ ✐s t❤❡ ✧✯✳❝❛♠♦❞✧ ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❼ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t
❼ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❼ s❤❡❛r ❢❛❝t♦r
❼ ①✱②✱③ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❝❛♠❡r❛ ❝❡♥t❡r
❼ ✾ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡♥tr✐❡s ✭♦r❞❡r ❜② r♦✇s✮
❼ ①✱②✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❡♥t❡r
❼ ✹ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❼ ✷ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❼ ①✲ ✱②✲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ✭❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✮
❼ ✹ ✐♥✈❡rs❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❼ ✷ ✐♥✈❡rs❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❼ s❡♥s♦r ♣✐①❡❧ s✐③❡ ✐♥ ① ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥
❉✉❡ t♦ t❤✐s ✜❧❡✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♥❡✇ ❝❛♠❡r❛
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ ❡❛❝❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
Pr♦♣❡rt✐❡s ❚❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
❼ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✿
✕ s❡♥s♦r ♣✐①❡❧ s♣❛❝✐♥❣✿ ✺✳✺ µm
✕ s❡♥s♦r t②♣❡✿ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❡ ❈▼❖❙✱ ❣❧♦❜❛❧ s❤✉tt❡r
✕ ❢♣s✿ ✷✵✵
✕ ✶✵ ♠♠ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❧❡♥s
✕ ❢✴♥✉♠❜❡r ✶✳✾ ✲ ✶✻ ✭✶✻ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞✮
❼ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿
✽✸
❈❤❛♣t❡r ✺ ✺✳✼ ❖♥❧✐♥❡ ❙P■ Pr♦❝❡ss
✕ r❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ✶✷✳✹ µm ✭①✮✱ ✶✷✳✹ µm ✭②✮✱ ✷✺ µm ✭③✮
✕ ❛r❡❛✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭ ✺✵✵ ① ✺✵✵ ① ✶ ♠♠ ✲ ①✱②✱③✮❀
✽✹
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✶ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✻ ❘❡s✉❧ts
✻✳✶ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✻✳✶✳✶ ■♠❛❣❡ Pr❡✲Pr♦❝❡ss✐♥❣
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ■♠❛❣❡ ❆ ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ s❤❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ✐♠❛❣❡ ❇ s♠❛❧❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡
s❝❛❧❡ s♣❛❝❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❈ ❛♥❞ ❉✮ ❛❧❧ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❖ts✉
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t✳❆✿ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡❀ ❇✿ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ s❤❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥❀ ❈✿ ✜rst s❝❛❧❡ s♣❛❝❡❀ ❉✿ s❡❝♦♥❞ s❝❛❧❡ s♣❛❝❡❀ ❊✿ ❖ts✉ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st s❝❛❧❡
s♣❛❝❡✱ ❋✿ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛r❦❡rs ❛❢t❡r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ●✿ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡rs✱ ❍✿
✸❉ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs✳
✻✳✶✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ❉✐st♦rt✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♠❛r❦❡rs t♦ ✇♦r❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥
❧✐♥❡s✳ ▲❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛♥❣❧❡s αij ❜❡t✇❡❡♥
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❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✶ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
t❤❡ ✈❡❝t♦rs v1 ❛♥❞ v2 ❢r♦♠ ✾✵➦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts
✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
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✉♥❞✐st♦rt❡❞ ♠❛r❦❡rs ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡rs
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❉✐st♦rt✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ t❛r❣❡t❀ ❝✐r❝❧❡s✿ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡rs✱ ❝r♦ss❡s✿ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭✉♥❞✐st♦rt❡❞✮
♠❛r❦❡rs✳
❝♦✉❧❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❡♥s ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❆❢t❡r ✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦❢ ✵✳✶✼✹ ❞❡❣r❡❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢
✾✹✳✺ ❞❡❣r❡❡ ❢♦r ❛ ✶✵ ♠♠ ❧❡♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❆❢t❡r ✶✷ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡rs
❧❛② ♦♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡rs ❡st❛❜❧✐s❤ ❛
❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❦♥♦✇♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❛r❦❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ✭r❡❞ ❝r♦ss❡s✮ ♠♦✈❡ ❢r♦♠
❛ ❝✉r✈❡ t♦ str❛✐❣❤t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡s❡♥t✳
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❆❧❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✸ ❛♥❞ ✸✳✷✹ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡s
✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
✸❉ t❛r❣❡t ✭❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❡rr♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲②✲ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣
s❡t✉♣ ✭❧❡♥s ❛♥❞ s♣❛❝❡r✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon✳ ❚❛❜❧❡
✻✳✷ s♣❧✐ts t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ①✲② ❛♥❞ ③ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡s ✻✳✹
❛♥❞ ✻✳✺✱ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴s ✭❡✳❣✳ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✷❉ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴s ❜❡❧♦✇ ✵✳✶ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon ♦❢ ❛❜♦✈❡
✶ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t ❞❡❧✐✈❡rs ❛ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r
ǫrepro❴m ♦❢ ✶✳✶ ♣✐①❡❧s ✭✶✵ ♠♠ ❧❡♥s✱ ✺✳✾✼ s♣❛❝❡r✮ ✇✐t❤ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon ♦❢ ✶✹ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs✳
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❇✿ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon ♦❢ t❤❡ ✶✻ ♠♠ ❧❡♥s✳
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❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷✱ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ✷✳✸ µm ✭✶✳✹ µm ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ✶✳✽ µm
tr❛♥s✈❡rs❛❧✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✵ ♠♠ ❧❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✭✺✳✾ ♠♠✮ s♣❛❝❡r ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✉❧t✐ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛r❦❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭▼❈❈♦✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❡✈❡♥ ♠✉❝❤ ❜❡t✲
t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❩❤❛♥❣✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ✷✷✶ µm✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞s ▼❈ ✭♠✉❧t✐ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✱ ▼❈❈♦ ✭♠✉❧t✐ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮✱
❙❈ ✭s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✱ ❙❈❈♦ ✭s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮ ✉s❡ t❤❡
✸❉ t❛r❣❡t✱ ✇❤❡r❡❛s ❙❈✷❉ ♣❡r❢♦r♠s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥ t❛r✲
❣❡t ❛♥❞ ❛ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡❞ ❝❤❡ss❜♦❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❩❤❛♥❣✬s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭♦♣❡♥❈❱
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✳
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❧❛②❡rs ♣❡r ♦❝t❛✈❡ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❍❡ss✐❛♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ✺ ♦❝t❛✈❡s✱
✷✵ ❧❛②❡rs ♣❡r ♦❝t❛✈❡ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❍❡ss✐❛♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✶ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❙♦❧❋❡❈ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r✐s❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❜♦✈❡
✵✳✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✹ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❖❘❇ ❋♦r t❤❡ ❖❘❇ ❞❡t❡❝t♦r✱ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❦❡②♣♦✐♥t
❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ❖♥❡ t♦ t❡♥ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❛s ✈❛r✐❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✺✵✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ ❛♥❞ ✻✳✷✷✱ t❤❛t ❛ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛
❤✐❣❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✈❡r ✵✳✾✱ ✐❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ■t ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧❡✈❡❧s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
✺ ♣②r❛♠✐❞ ❧❡✈❡❧s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✈❛❧✉❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
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♦❢ ♦❝t❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❈♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛
❤✐❣❤ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡s✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✸ ♦❝t❛✈❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝♦♥❣r✉❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇❡r ❝♦♥tr❛st
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✻✳✹✳✷ ❘❡❝❛❧❧ ❛♥❞ Pr❡❝✐s✐♦♥
❘❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❣✐✈❡ ❛ st❛t❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✭▲✶✴▲✷✱ ❋▲❆◆◆ ❛♥❞
❍❛♠♠✐♥❣✮ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❝♦r❡✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❧
❞✐st❛♥❝❡s✱ ❡✈❡r② ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❣❡ts ❛ ♠❛t❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ✐♥ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ▲♦✇❡r✐♥❣
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ str♦♥❣ ♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❧❡ss ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤♦✉t
❛ ♠❛t❝❤✳ ❇② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s ✐♥
✜❣✉r❡ ✻✳✸✻ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✼ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆ ❤✐❣❤ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ♠❛♥② ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛t❝❤✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡ st❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❢♦✉♥❞ ♠❛t❝❤❡s✳ ❊✈❡r②
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✴❞❡s❝r✐♣t♦r✴♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✻ t❤❡ r❡❝❛❧❧✲
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❇❘■❊❋ ✭❆✱❉✮✱ ❇❘■❙❑ ✭❇✱❊✮ ❛♥❞ ❖❘❇ ✭❈✱❋✮ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖❘❇ ❞❡t❡❝t♦r ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❋▲❆◆◆
❛♥❞ ▲✷ ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝♦♥❣r✉❡♥t ❛♥❞ ②✐❡❧❞ t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✶✵✵✪ s♦❧❞❡r ♣❛❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮❀ ❇❋ ✲
❇r✉t❡ ❋♦r❝❡❀ ▲✶✴▲✷ ✲ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ▲✶✴▲✷ ♥♦r♠❀ ❋▲❆◆◆ ✲ ❋❛st ▲✐❜r❛r② ❢♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ◆❡❛r❡st
◆❡✐❣❤❜♦r ❙❡❛r❝❤❀ ❍❆ ✲ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t♦r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❋❆❙❚✲❖❘❇✿ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❖❘❇ ❞❡s❝r✐♣t♦r✳
❞❡t❡❝t♦r ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖❘❇ ❞❡t❡❝t♦r ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s s✐♠✐❧❛r✳
▲✶ ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ▲✷ ❛♥❞ ❋▲❆◆◆✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ♠❛✐♥❧② ❧❡❛❞s
t♦ ❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❘❇✴❇❘■❊❋ ❛♥❞ ❋❆❙❚✴❇❘■❊❋ ✭♣❧♦ts ❆
❛♥❞ ❉ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✻✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r
t❤❡ ▲✶ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❋❆❙❚✴❙■❋❚ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭♣❧♦t ❇ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✼✮✳ ❆❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❛
❜❡st r❡❝❛❧❧✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✽ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝r♦ss ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■t
✐s ❡✈✐❞❡♥t✱ t❤❛t ❛ ▲✶✲♥♦r♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❋❆❙❚✴❙■❋❚ ❛♥❞ ❖❘❇✴❙■❋❚ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡
❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❖❘❇✴❇❘■❙❑ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦rst r❡❝❛❧❧✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❋❆❙❚✴❙❯❘❋✴▲✶
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✾ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥
✜❣✉r❡ ✻✳✸✽✳ ❋❆❙❚✴❙■❋❚ ❝❧❡❛r❧② ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❝❤✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✸✵✵ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
❋▲❆◆◆ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✳ ■❢ ❤❛♠♠✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ♠♦st
♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋❆❙❚✴❇❘■❊❋ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✽✷✵ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
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❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❋❆❙❚✴❇❘■❊❋ ❛♥❞ ❛ ❤❛♠♠✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳
✶✶✵
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0.1 0.2 0.3 0.4
0
0.2
0.4
0.6
0.8
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.2
0.4
0.6
0.8
r❡❝❛❧❧
♣r
❡❝
✐s
✐♦
♥
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.2
0.4
0.6
0.8
1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.4
0.6
0.8
1
0.1 0.2 0.3 0.4
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
❋▲❆◆◆ ▲✷ ▲✶ ❍❛♠♠✐♥❣
❆
❇
❈
❉
❊
❋
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻ Pr❡❝✐s✐♦♥ r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✴❞❡s❝r✐♣t♦r ✲ ❆✿ ❋❆❙❚✴❇❘■❊❋❀ ❇✿
❖❘❇✴❇❘■❊❋❀ ❈✿ ❋❆❙❚✴❇❘■❙❑❀ ❉✿ ❖❘❇✴❇❘■❙❑❀ ❊✿ ❋❆❙❚✴❖❘❇❀ ❋✿ ❖❘❇✴❖❘❇✳
✶✶✶
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0.7
0.8
0.9
1
0.02 0.04 0.06 0.08
0
0.05
0.1
0.15
0.2
r❡❝❛❧❧
♣r
❡❝
✐s
✐♦
♥
❋▲❆◆◆ ▲✷ ▲✶
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.7
0.8
0.9
1
0.1 0.2 0.3
0.4
0.6
0.8
1
❆
❇
❈
❉
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✼ Pr❡❝✐s✐♦♥ r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r✴❞❡s❝r✐♣t♦r✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮ ✲ ❆✿
❋❆❙❚✴❙■❋❚❀ ❇✿ ❖❘❇✴❙■❋❚❀ ❈✿ ❋❆❙❚✴❙❯❘❋❀ ❉✿ ❖❘❇✴❙❯❘❋✳
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
r❡❝❛❧❧
♣r
❡❝
✐s
✐♦
♥
❋❆❙❚✴❇❘■❊❋✴❍❆ ❋❆❙❚✴❇❘■❙❑✴❍❆ ❋❆❙❚✴❖❘❇✴❍❆ ❖❘❇✴❇❘■❊❋✴❍❆
❖❘❇✴❇❘■❙❑✴❍❆ ❖❘❇✴❖❘❇✴❍❆ ❋❆❙❚✴❙■❋❚✴▲✶ ❋❆❙❚✴❙❯❘❋✴▲✶
❖❘❇✴❙■❋❚✴▲✶ ❖❘❇✴❙❯❘❋✴▲✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✽ ❇❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s✳ ❇❘■❊❋✱ ❇❘■❙❑✱ ❖❘❇ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❙■❋❚ ❛♥❞ ❙❯❘❋ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲✶ ♥♦r♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡st ❞❡t❡❝t♦r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✻✳✺ ❛♥❞ ❛ ✶✵✵✪ s♦❧❞❡r ♣❛❞ ❝♦✈❡r❛❣❡✳
✶✶✷
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣
✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
·104
❝♦
rr
❡❝
t
♠
❛t
❝❤
❡s
❋❆❙❚
❇❘■❊❋
❋❆❙❚
❇❘■❙❑
❋❆❙❚
❖❘❇
❋❆❙❚
❙■❋❚
❋❆❙❚
❙❯❘❋
❖❘❇
❇❘■❊❋
❖❘❇
❇❘■❙❑
❖❘❇
❖❘❇
❖❘❇
❙■❋❚
❖❘❇
❙❯❘❋
✶ ✲ ❇❋ ❍❆ ✷ ✲ ❇❋ ▲✶ ✸ ✲ ❇❋ ▲✷ ✹ ✲ ❋▲❆◆◆
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✾ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t♦r✴❞❡s❝r✐♣t♦r✴❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳
✶✶✸
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣
✻✳✹✳✸ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
❚❤❡ t✇♦ ❡①❡♠♣❧❛r② ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✵ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
✐♠❛❣❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s s❡t ✉♣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❲✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❝♦r❡ ✭❞❡s❝r✐♣t♦r
✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ❛♥② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✵ ✭❜♦tt♦♠✮ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢✉s❡ ♦r❞❡r❡❞
❧✐♥❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✶✱ ✇❤❡r❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧
✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ❧❡ss t♦t❛❧
♠❛t❝❤❡s ✭s❡❡ ✐♠❛❣❡ ❆ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✶✮✳ ❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ❜② r✐s✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞
♠♦r❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❇ ❛♥❞ ❈ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✶✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
t♦ r❡♠♦✈❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✇❤❡r❡❛s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✷✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❖♥❧② ♠❛t❝❤❡s✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② r❡♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❧s♦ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❝❛s❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤❛t ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❛r❡❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❣r❡❡♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠♦st
s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✸✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s t❤❡
❡①❛❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✉s✱ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✜t ❜♦t❤ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s
✭♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❡✈✐❞❡♥t✱ t❤❛t
♦♥❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❞♦ r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
❝❛♠❡r❛ s❤✐❢t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❝♦rr❡❝t ♣♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✻✮ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✹ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
✶✶✹
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✹ ❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣
❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇ ■ ❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇ ■■
✐♠❛❣❡ ■ ✐♠❛❣❡ ■■
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✵ ❊①❡♠♣❧❛r② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ✭t♦♣✮ ❢♦r t✇♦ ❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇s ✭✈✐❡✇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✮
❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s
✐♥ t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ❈♦❧♦r❡❞ ❧✐♥❡s ✈✐s✉❛❧✐③❡ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✶ ❱❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❆
❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ②✐❡❧❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞
❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s
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❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ❖♥❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ✜t ❜♦t❤ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s r❡♠❛✐♥✳
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❆❢t❡r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ ✸❉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s✳ ❚❤❡
✜rst st❡♣ ✐s t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✹✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t ❛r❡
♥♦♥✲❡①✐st❡♥t ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥ s✉✣❝✐❡♥t✳
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✹ s❤♦✇s ❤♦✇ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst
r♦✇ s❤♦✇s ❛ t♦♣ ✭❆✮ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✭❇✮ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❢ ♥♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛❧s❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛s❡❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✶✵✪ str♦♥❣❡st ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✇✐t❤ ♣✐❝t✉r❡ ❈ ✭t♦♣ ✈✐❡✇✮
❛♥❞ ❉ ✭♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P❈❇ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✐s ✈❡r② s♣❛rs❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❢❛❧s❡ ✸❉
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇✳ ❚❤❡ P❈❇ ❛♥❞ ✐ts s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❜❡❝♦♠❡ r❛r❡❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇ ✭❊✮✳ ❚❤❡
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ✭❋✮ s❤♦✇s ❢❛❧s❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts ❛❜♦✈❡ t❤❡ P❈❇✳ ❚❤❡ ❧❛st r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ t♦♣ ✈✐❡✇ ✭●✮
❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ✭❍✮ ♦❢ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦♣
❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇s s❤♦✇ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❈❇ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡
♥♦ ❢❛❧s❡ ✸❉ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ P❈❇✳
❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ●r♦✉♥❞ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✹✺✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r
❥♦✐♥ts ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ ✭✐♠❛❣❡ ❆ ✲ ✇✐t❤♦✉t ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥❀ ✐♠❛❣❡ ❋ ✲ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮
r❡s✉❧ts ✐♥ ♥♦t ✉s❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❝❧✉st❡rs ✭s❡❡ ✐♠❛❣❡ ❇ ❛♥❞ ●✮✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs ✐❢ ♥♦ ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt ❝❧✉st❡r t♦❧❡r❛♥❝❡
✐s ✉s❡❞ ✭✐♠❛❣❡ ❉✮✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦❧✐❞ ❝❧✉st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭✐♠❛❣❡
❈ ❛♥❞ ❊✮✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❊ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ❈❧✉st❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥♦✐♥ts✳
❚❤✉s✱ ✐t ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❜❛❝❦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❝❧✉st❡r ❜❡❝♦♠❡ s♦❧✐❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❞✐✛❡r❡♥t
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts r❡♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ✭✐♠❛❣❡ ❍✮✳
❈♦♥❝❛✈❡ ❍✉❧❧ ❱❡rt✐❝❡s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ✈❡r✲
t✐❝❡s✳ ❋♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥s ❛ ③♦♦♠ t♦ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ✭❆✮
♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤✐s s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r♦✉♥❞ ♣♦✐♥ts ✭❞❡♥s❡
♣❧❛♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✶✶✽
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✺ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t
❆ ❇
❈ ❉
❊ ❋
● ❍
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✹ P♦✐♥t ❝❧♦✉❞ r❡s✉❧ts ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛❢t❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✲ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ t♦♣
✈✐❡✇ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✿ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦✉❞❀ ❈❧♦✉❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✿ ❆✱❇✿ ♥♦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✇❛s ❝✉t t♦ ✐s♦tr♦♣✐❝
✺✵ ♠♠ ❝✉❜❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥❀ ❈✱❉ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ t♦♣ ✶✵✪ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❝♦r❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❊✱❋✿
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡❝t✐♦♥❀ ●✱❍✿ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
✶✶✾
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✺ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t
❆ ❇ ❈ ❉ ❊
❋ ● ❍
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✺ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✿ ❆✱❋ ✲ ❡♥❧❛r❣❡❞ P❈❇ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ✭❆✮
❛♥❞ ✇✐t❤ ✭❋✮ ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥❀ ❇ ✲ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ✐♥♣✉t ♦❢ ❆❀ ● ✲ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ✐♥♣✉t
♦❢ ❋❀ ❈✱❍ ✲ ❡♥❧❛r❣❡❞ ❝❧✉st❡r r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ ❈ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✶✵✵ ♠✐❝r♦♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s♦❧✐❞ ❥♦✐♥ts✱
✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❥♦✐♥ts ❛t t❤❡ t♦♣✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✷✵
♠✐❝r♦♠❡t❡rs✮ ✐♥ ❍ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✉s✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ✭✶✺✵
♠✐❝r♦♠❡t❡rs✮ ②✐❡❧❞s s♦❧✐❞ ❥♦✐♥ts ✐♥ ❉ ❜✉t ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❥♦✐♥ts ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❊ ✭❣r❡❡♥ r❡❣✐♦♥✮✳
♦❢ ❤✉❧❧ ✈❡rt✐❝❡s r❡♠♦✈❡s ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ✭❇✮ s❤♦✇s t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤✉❧❧ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆❧❧ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳
❆ ❇
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✻ ❈♦♥❝❛✈❡ ❍✉❧❧ ❱❡rt❡① P♦✐♥ts ✲ ❆✿ ✐♥♣✉t ❝❧✉st❡r✱ ❇✿ ❡①tr❛❝t❡❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ✈❡rt❡① ♣♦✐♥ts✳
❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✼✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s✉r❢❛❝❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤❡ ❤✉❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝❧♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✹✽✵ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t
✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❡❞
❧✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮ ♦❢ t❤❡
P❈❇✳ ❉❛t❛ s❡t ✸ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸ ✭❞♦✉❜❧❡ s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❝❧❡❛♥ P❈❇ s✉r❢❛❝❡✮ ✇❛s ✉s❡❞✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✽ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡
str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P♦✐ss♦♥ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭s♦❢t✇❛r❡✿ ❆✉t♦❉❡s❦ ❈✐✈✐❧ ✸❉✮
✐s s❤♦✇♥✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡✳
❉❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
✶✷✵
❈❤❛♣t❡r ✻ ✻✳✺ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✼ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛s❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s❡❡♥✱ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✵ ♥❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❛❜❧❡s ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✼ ❣✐✈❡
❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥t♦ ✺ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡✳ ❆s ✐t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✈♦❧✉♠❡ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✻✳✻✮✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ❧❛r❣❡r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✈♦❧✉♠❡s ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✼✳
❚♦ s❤♦✇ t❤✐s ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✾ ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❣✉r❡
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❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡
r❛♥❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ s✐♥❝❡ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✱ ❧✐❦❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛❞ t♦ ❜❡
❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ♥❡❡❞❡❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✼✳✷ ❈❛♠❡r❛ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❛r❦❡rs ✭❛t ❧❡❛st ✸✵
♠❛r❦❡rs ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✮ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
♣r♦♣❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇❡❞✱ t❤❛t t✇♦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❑❇✶✻❪ ❬❲❙❩▲✵✽❪ ❬❇❑✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ ✷❉✴✸❉ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬❚❇❲✵✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡ts ✭✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❣❡♦♠❡tr②✮ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
s♣❛❝❡r r✐♥❣s ❛♥❞ ❧❡♥s❡s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s✴s♣❛❝❡r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧❡♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤r❡❛❞ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
s♣❛❝❡r s✐③❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞✐s♠♦✉♥t ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♥♦r t❤❡ ❧❡♥s✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ s❡t✉♣ ✇❤❡r❡ s♣❛❝❡r r✐♥❣s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥s ❜② ✉♥♠♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥s✱ ❛❞❞✐♥❣ s♣❛❝❡rs ❛♥❞ r❡♠♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❆s t❤❡
✷❉ t❛r❣❡t ✇❛s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✶ µm ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❛r
s✉r❢❛❝❡✱ ♥♦ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡ ✇❡r❡ ✈✐s✐❜❧❡❀ t❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ✷✕✹ ✇❡r❡
♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss ♥❡✐❣❤❜♦rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦✉❣❤❡r s✉r❢❛❝❡✱ ❛rt✐❢❛❝ts
♠❛② r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ❢❛❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧❛②♦✉ts ♦❢ t❤❡
✸❉ t❛r❣❡t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡❞ ✸✵ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡r r✐♥❣s ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤✐s s❡t✉♣✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❛ ✸❉ t❛r❣❡t ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥
❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro❴s ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❆ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❛♠❡r❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs ♣r❡❝✐s❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡
✶✷✺
❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥
✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❧♦✇
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❧❜❛r❡❧❧✐ ❡t✳ ❛❧ ❬❆❘❚✵✾❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
❛ ❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✸❉ t❛r❣❡t ♠❛r❦❡rs ✇❡r❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇❛s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ P✐❡t❡rs ❡t✳ ❛❧ ❬P❏◆✶✵❪ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ❡t✳ ❛❧ ❬❩◆✾✾❪ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ s❡♥s♦r ♣❧❛♥❡
✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦✇ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ s❡t✉♣s ❜❡t✇❡❡♥
✵✳✵✾ ❛♥❞ ✶ ♣✐①❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ st✉❞✐❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ✸❉ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ♠♠ ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦ ❜❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡✳ ▼♦st st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❬❆❘❚✵✾❪✱ ❬❋P✵✾❪✱ ❬▲❘❑❇✶✸❪✱ ❬▲❋▼✶✻❪✱ ❬❇▼P+✶✺❪✮ ✉s❡❞ t❤❡
r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✉❧tr❛✲
❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺✮ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✭♠❡❛♥
r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro✮ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬❩◆✾✾❪ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ✷❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ❧♦✇ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ♣r♦♣❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✭❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛r❡❛s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ✐♠♣r♦♣❡r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ s♠❛❧❧ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrepro ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s✉❧t
✐♥ ❛ s♠❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✱ t❤❡ ✸❉
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳
❋r♦♠ t❛❜❧❡s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡✲
tr②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❤♦rt ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ❧❡♥s ❛r❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡
r❡s✉❧ts✱ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s♦❧❞❡r
❥♦✐♥t ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ✐s t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❉✉❡ t♦ ♥♦✈❡❧ ❤❛r❞✇❛r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s
❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s r❡❛❧ t✐♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝❛❧✐✲
❜r❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛s ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s❡✳ ❚❤✉s✱ ❜✉♥❞❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇❛s ♥♦t ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳
✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
✼✳✸✳✶ ❚❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❙♦❧❞❡r P❛st❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❛❧❧ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r ❛r❡❛s✳
❚❤❛t✬s ✇❤② ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✻✳✷ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ PP❱ s❤♦✇ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✴ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ❞❛t❛ s❡t ✶ ✐s ❞✉❡ t♦
✶✷✻
❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ P❈❇ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❞❛t❛ s❡t ✸✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ✐♠♣r♦✈❡❞
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦♦s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❋✉rt❤❡r ♠♦r❡ ❞❛t❛ s❡t ✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡t ✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❞♦✉❜❧❡✲s✐❞❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦♥❧② ❝❧❡❛♥ ❜♦❛r❞s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♥♦r♠❛❧
❝❛s❡ s❡t✉♣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✐ts ❧❡♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❤❛s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ✇✐❞❡✲
❛♥❣❧❡ s❡t ✉♣ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✵ ♠♠ ❧❡♥s✱ t❤❡ r❛②s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛r❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛♥ r❛②s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❡♥t❡r✱ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s❧✐❣❤t ❜❧✉r ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜❧✉r ✐♥ t✉r♥ ②✐❡❧❞s t♦
❧❡ss str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s t♦ ✇r♦♥❣ ♦r ♠✐ss✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ♦❝❝✉rs ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ✐t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛
❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✶✵✵✪ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❍❛r❛❧✐❝❦
♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛ ♥❡✇ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✈❡r② ♦❢t❡♥ s✐♥❝❡ t❤❡
✜♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤❡ t❡st P❈❇ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ P❈❇ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡t✉♣ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛❞s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛①❡s✳ ❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦
❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s t❤❛t ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ♠❛✐♥❧② ✇✐t❤ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s P❈❇
✇✐t❤ r♦t❛t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ♠❛② ❜❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ❚❤❛t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦①❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡
❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s✱ t❤❛t ♠❛② ❞✐st✉r❜ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋❡rr❡t ❜♦①❡s ✭❜♦✉♥❞✐♥❣
❜♦① t❤❛t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢❡rr❡t ❜♦① ♦r
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ r♦t❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛①❡s✳
✼✳✸✳✷ ❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡
✐s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❡❝t♦r s❡tt✐♥❣s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛
♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬▼▼✶✷❪✱ ❬❈❈❘+✶✸❪✱ ❬❑P❙✶✼❪✱
❬❆❑▼❯✶✻❪ ❛♥❞ ❬❚❙❍+✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢
s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✶✷✼
❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❋❡❛t✉r❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐s s❡tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛r❡❛s ❛♥❞ t❤✉s✱ ♣r❡♣❛r❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼ ❈ s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡
❛♥❞ ❣♦❡s ✐♥t♦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t ✶✽ ♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦❡❡♣
t❤❡ ❦❡②♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ s❛t✉r❛t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭P❈❇ s✉r❢❛❝❡✮ ♦❝❝✉r✱ s✐♥❝❡ ❞✉st ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ❛♥❞ s❝r❛t❝❤❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙♦❧❋❡❈ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼ ❇✮✱ ❛ss❡ss❡s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❛r❡❛✳
❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✼ ❆✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♠❡r❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✸ ♠s✳
❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥❣r✉❡♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳
❊✈❡r② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❛❝t✐❝❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜② t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❙♦❧❋❡❈ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ✺ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t✐❡s
❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ Arel ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❣❡t ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ✐❢ ✹ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts
s❡t ✉♣ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ t❤❛t ❝♦✈❡rs ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ■♥ t❤❛t ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐s
♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ dle ❛♥❞ wd ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❛❧✉❡
✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❙♦❧❋❡❈ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ❛ ❞❡♥s❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡
♣♦✐♥ts ♠❛② ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ♣r♦♣❡r❧②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ s❤✐❢t cshift ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞
Arel ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ dle ❛♥❞ wd ❞❡❧✐✈❡r s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙♦❧❋❡❈
♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❖♥❧② ❛ ❡✈❡♥❧② ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤
❙♦❧❋❡❈ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊❘ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❙♦❧❋❡❈ ♦❢ ✵✳✸ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧♠♦st ✷ s❡❝♦♥❞s✳
▼❙❊❘ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ s♠❛❧❧ ∆ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ r❡❣✐♦♥s✱
✇❤❡r❡❛s ❛ ❧❛r❣❡ ∆ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤✐s✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t
t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦r ❧❛②
❡✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ❙■❋❚ ❛♥❞ ✐ts ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❙❯❘❋✳
❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠✉st ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ♣❛t❡♥t❡❞✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✉s❡ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❙■❋❚ r❡❛❝❤❡s ♦♥❧② ❛ ♣♦♦r ❙♦❧❋❡❈ ♦❢
✵✳✷✻✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇❡r ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡❞❣❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❧❡ss
♦❝t❛✈❡s✳ ❙■❋❚ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
s❝❛❧❡s ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❡ss ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ ♠♦r❡ ♦❝t❛✈❡s ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
✶✷✽
❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts s✐♥❝❡ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛ ❤✐❣❤ ❙♦❧❋❡❈✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❡❞❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ s♠❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t tr❡❛t❡❞ ❛s ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ♦✈❡r ✽✻✵ ♠s ✐s ❛❧s♦ ♥♦t
❢❛st ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
❙✐♠✐❧❛r st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❙❯❘❋ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❢❛st❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡
❜❡st ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✶✷✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ ✼✺✵ ♠s✳
❖❘❇✱ ❇❘■❙❑ ❛♥❞ ❋❆❙❚ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❜❡st ❙♦❧❋❡❈ ✈❛❧✉❡s✳ ❆❧❧ ❞❡t❡❝t♦rs s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r
s♠❛❧❧❡r ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❇❘■❙❑ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ✵✳✼✽ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥✉s❛❜❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ ♦✈❡r ✸✳✺ s❡❝♦♥❞s ♣❡r ✐♠❛❣❡✳ ❖❘❇ ❛♥❞ ❋❆❙❚ s❤♦✇ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❛t ❛ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✶✵✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ♥♦♥ ✉s❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♥♦♥✲s♦❧❞❡r r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡
❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡✱ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ✶✺✵ ♠s ❢♦r ❖❘❇ ❛♥❞ ✼ ♠s ❢♦r ❋❆❙❚
✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❖❘❇ ❛♥❞ ❋❆❙❚ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ❖❘❇ ✺ ♣②r❛♠✐❞
❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✶✵ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr❛st t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❛s s❡t ❢♦r t❤❡
❋❆❙❚ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❋❡❛t✉r❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ ❜❡st ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❆❙❚ ❛♥❞ ❖❘❇ ❞❡t❡❝t♦rs t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r
♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❖❘❇✱ ❙❯❘❋✱ ❙■❋❚✱ ❇❘■❙❑ ❛♥❞ ❇❘■❊❋ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✲
✐♥❣ ▲✶ ❛♥❞ ▲✷ ♥♦r♠✱ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋▲❆◆◆ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❋▲❆◆◆
❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ●P❯ ✭❈❯❉❆✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ②✐❡❧❞
♠✉❝❤ ❢❛st❡r ♠❛t❝❤✐♥❣s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❈P❯ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ tr❡❡s
✭❋▲❆◆◆✮ ♦r ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❛r❝❤ ✭❈❯❉❆✮✱ ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✵✵ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❘❇✱ ❇❘■❙❑✱ ❛♥❞ ❇❘■❊❋ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s ♦♥❧② ♦♥❡s ❛♥❞ ③❡r♦s✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢❛st❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜② ✉s✐♥❣ ❈❯❉❆ ✇✐t❤ ❧❡ss
t❤❛♥ ✸✵✵ ♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✷✱✵✵✵✱✵✵✵ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳
❚❤❡ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼❛✐♥❧② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞❡✲
❝r❡❛s❡s ✐❢ t❤❡ r❡❝❛❧❧ r✐s❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ✐❢ ♠♦r❡ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢
♠❛t❝❤✐♥❣ s❝♦r❡ ✭✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❧♦✇❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧✳ ❙♦♠❡ ❝✉r✈❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❖❘❇✴❇❘■❊❋ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ s❤♦✇ ❛
s♠❛❧❧ r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡❝❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ♠❛② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ s❝♦r❡ t❤❛♥ ❝♦rr❡❝t
♠❛t❝❤❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡❝❛❧❧✴♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙■❋❚ ❛♥❞ ❙❯❘❋ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❞ t❤❡ ▲✶ ♥♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ♣❛t❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ❛
✶✷✾
❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t❤❡ t❤✐r❞ ❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖❘❇✴❇❘■❙❑
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
▼❛t❝❤✐♥❣ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦✐♥t
❝❧♦✉❞s t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❊✈❡r② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t ❧❛r❣❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ♥♦t
❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❢❡❛t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✱ ❛ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✶✱ ✇❤❡r❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t②✱
❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡♥s❡
❢❡❛t✉r❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ✇❛s ❛❧s♦
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ❣♦♦❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s
✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❞♦ r❡♠❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❡♣✐♣♦❧❛r ❧✐♥❡✳ ❋❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ❞✐✛❡r
❢r♦♠ t❤✐s ❧✐♥❡ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡♠♦✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥
♥♦♥ s✉✣❝✐❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤✱ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✜t t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞
❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❡s t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
✼✳✸✳✸ ✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❱♦❧✉♠❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ t❤❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r♦♣❡r ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞✳ ■♥ t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts ✭❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱
✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✴♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮
❝❛♠❡ t♦❣❡t❤❡r✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❡rr♦r ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❧❡❛❞s t♦ ✉♥✉s❛❜❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✳ ❚❤✐s
✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ✐♠♣r♦♣❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛✐♠s t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t ✈♦❧✉♠❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣♦✐♥t
❝❧♦✉❞ ✐♥t♦ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝❧✉st❡rs✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝❧✉st❡rs ✐❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐s ♥♦t ❞❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧✉st❡r
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡♥❧❛r❣❡❞
❞✐st❛♥❝❡ ✭d > 150µm✮ ②✐❡❧❞s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r ♦♥ t❤❡ P❈❇✳ ❚❤✐s ✐s
❛♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡rr♦r ❛♥❞ ✇❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❛❝❦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts
✇❡r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤♦♠♦❣r❛♣❤②✳
✶✸✵
❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ✸❉ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✱
✇❤❡r❡❛s ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛
s♠❛❧❧ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r ❞✐st❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r♦♣❡r❧② ❝❧✉st❡r❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡rs ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✉❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ✐ts tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ s✉❜s❡q✉❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✉❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ ✐❢ ✈❡rt✐❝❡s
r❡♠❛✐♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts ✇♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡
❛s ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♥♦t ❝❧♦s❡❞ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♠✉st ❝♦♥♥❡❝t ♦♥❧② t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡✳ ■❢ ♠♦r❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❢❛❝❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡
❝❛s❡ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s s❤♦✇ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳
❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts
❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ s♠❛❧❧ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts s❤♦✇ ❛
❧❛r❣❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❢❛❧s❡ ♦r ♠✐ss✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤❡s
❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❛s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✐s
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r s♦❧❞❡r ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✹✽ ❛♥❞ ✻✳✹✾✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢❛st ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ P❈❇ r❡❣✐♦♥s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡
♣♦✐♥t s❤✐❢ts ❞✉❡ t♦ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❤❡✐❣❤t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡
❞❡s❝r✐♣t♦rs t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦✇ ❤❡✐❣❤t ❝❛✉s❡❞
✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡ s❤✐❢t✐♥❣✮ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ✶✵✵✪ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s✳ ▼✐s♠❛t❝❤❡s st✐❧❧ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡
t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤✉s
✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❧❛r❣❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t r❡❣✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ♠♦r❡ ❢❛❧s❡
♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤✉s ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡
str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t ❜❛s❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ s♠❛❧❧ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧♠♦st ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r✐s❡ ❛❜♦✈❡ ✷✵ ♥❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts
♦❢ ✷✵✵ ♥❛♥♦❧✐t❡rs✳ ❙♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✸✵ ♥❧ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✷✪✳ ❋♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✷✺ ♥❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
✉♣ t♦ ✶✻✳✾✸✪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ✶✹✪ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇♦ ♣❡r❝❡♥t ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ✶✷✪ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❬▼②❞✶✵❛❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❚❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② s❤♦✇s ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✶✷✪ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐s ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦t❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ tr❛♥s❢❡r t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ♦♥❧✐♥❡
t♦ ♦✤✐♥❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② ♠♦r❡
r❡q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts✳ ❆❧s♦✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛♠❡r❛s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❜❡ ♣r✐♥t❡r
❤❡❛❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❤❡❛❞✳ ❆ st❛t❡♠❡♥t ♦❢
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❈❤❛♣t❡r ✼ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♠❛❧❧ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✾✽✪✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s t❡st P❈❇s
✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♣r✐♥t❛❜❧❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❛♥❞ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ P❈❇s ❣✐✈❡ ❛
❣♦♦❞ ❜❛s✐s ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✈❡❧
str✉❝t✉r❡s ♦r ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❧✐❦❡ ♦t❤❡r s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❆♥♦t❤❡r ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ♠❛② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❆s✐❞❡ t♦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❡st P❈❇s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♣r✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢❛✉❧t② ♣r✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧ts✳
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■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♥♦✈❡❧ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ P❈❇ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝
✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❍❡r❡✐♥ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛♥❞ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❝❡ss ✇❡r❡ ❛❞❛♣t❡❞✱
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❢♦r
❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✸❉ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ s♦❧❞❡r ♣❛st❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠✉❧t✐✲✐♠❛❣❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ②✐❡❧❞❡❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫrecon✳ ❚❤✐s s♠❛❧❧ ❡rr♦r ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✉❧tr❛✲❝❧♦s❡ r❛♥❣❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡t✉♣ t❤❛t ②✐❡❧❞s ❛ s♠❛❧❧ ❡rr♦r ✭✶✵ ♠♠ ❧❡♥s✱ ✺✳✾ ♠♠
s♣❛❝❡r✱ ǫrecon = 2.27 µm✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s t❛s❦✳
❋❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❛s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳
❆ ♥❡✇ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts✱ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
♦✈❡r ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ t❤❛t ♣♦♣✉❧❛r ❞❡t❡❝t♦rs
❧✐❦❡ ❙■❋❚ ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ ❦❡②♣♦✐♥ts❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✻ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❖❘❇ ❛♥❞
❋❆❙❚ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t❤❡ ❜❡st ❙♦❧❋❡❈ ✭♦✈❡r ✵✳✾✺✮ ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵ ♠s✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥✱ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❧❡❛❞ t♦ ♠❛♥② ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳
❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♣✐♣♦❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ②✐❡❧❞ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②
✇❤✐❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❢❛❧s❡ ♠❛t❝❤❡s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■❢ ❛ ♣❛t❡♥t✲❢r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✱
t❤❡ ❋❆❙❚ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❇❘■❊❋ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛♥❞ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤
❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❦❡②♣♦✐♥ts♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ■❢
♣❛t❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❇❘■❊❋✱ t❤❡ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❛t
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥ ▲✷✲◆♦r♠ ❜❛s❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡❧✐✈❡rs s✉✐t❛❜❧❡
r❡s✉❧ts✳
❆ ♥♦✈❡❧ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ✶✵✵✪ ♦❢
s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛s ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❍❛r❛❧✐❝❦
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ P❈❇ ♣❧❛♥❡ ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✸❉ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❤✉❧❧ ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠✳ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❢♦r s✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡✮ ✐s t♦ ✇❡❛❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧
❛ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ s♦❧❞❡r ♣❛st❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✶✸✸
❈❤❛♣t❡r ✽ ✼✳✸ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ✸❉ Pr♦❝❡ss✐♥❣
st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭str✉❝t✉r❡❞
❧✐❣❤t✮ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✶✷✪ ❢♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✷✺ ♥❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t
❡①❝❡❡❞ ✺ ♥❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣r✐♥t❛❜❧❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✽ ♥❧ ✐♥ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛❧❧✳ ■❢ t❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ q✉❛❧✐t② st❛t❡♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡
❝❛s❡✳ ✺✺✪ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts s❤♦✇ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✷✪✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ❥♦✐♥ts t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ st❛②s
✉♥❞❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✶✷✪✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✹✪✳
■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤✐s✱ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ s❡♥s❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ r♦t❛t❡❞ ❝❛♠❡r❛ s②st❡♠s ❛♥❞ t❡❧❡❝❡♥tr✐❝ ❧❡♥s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t❤❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s
❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ P❈❇s ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ●P❯✲❜❛s❡❞
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ■♥t❡❧ ❚❇❇ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥
♦♥❧✐♥❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛✐♥ ✇♦r❦ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ❛s ❛
st❛♥❞ ❛❧♦♥❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❋♦r ❛♥
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♥❡❡❞s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡r
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t P❈❇ ❞❡s✐❣♥ ✭❣❡r❜❡r✮ ❞❛t❛ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❜✉✐❧t✲✐♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢✉rt❤❡r s♣❡❡❞ ✉♣ ❜② t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
s♦❧❞❡r ♣❛❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s s❛✈❡s t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ s♠✉❞❣❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ t❡①t✉r❡ ❜❛s❡❞ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ s❡♥s♦r✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞
❧❡♥s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ s❡♥s♦r ✭ > ✹▼P✮ ❛❝q✉✐r❡s ✐♠❛❣❡s ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
s❤❛r♣♥❡ss✱ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ❞❛t❛ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ♣r♦❝❡ss st❡♣s ❧✐❦❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✴♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲●P❯ s②st❡♠s ♦r ❋P●❆ s②st❡♠s ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❡①t❡♥s✐✈❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ ❛ s♦❧❞❡r ❥♦✐♥t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❡♥♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s
❛♥❞ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳
✶✸✹
❙t❛t✉t♦r② ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥
■ ❞❡❝❧❛r❡✱ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❛✉t❤♦r❡❞ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ♥♦t ✉s❡❞ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❞❡❝❧❛r❡❞ s♦✉r❝❡s ✴ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❛r❦❡❞ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ q✉♦t❡❞
❡✐t❤❡r ❧✐t❡r❛❧❧② ♦r ❜② ❝♦♥t❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡❞ s♦✉r❝❡s✳ ■♠❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇✐♥❣s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡s
✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❜② ♠②s❡❧❢ ♦r ❝♦♠❡ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❢t✇❛r❡✳
❊r❦❧är✉♥❣
■❝❤ ✈❡rs✐❝❤❡r❡✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ♦❤♥❡ ✉♥③✉❧äss✐❣❡ ❍✐❧❢❡ ❉r✐tt❡r ✉♥❞ ♦❤♥❡ ❇❡♥✉t③✉♥❣
❛♥❞❡r❡r ❛❧s ❞❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t ❤❛❜❡✳ ❉✐❡ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ❞✐r❡❦t ♦❞❡r ✐♥✲
❞✐r❡❦t ü❜❡r♥♦♠♠❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥③❡♣t❡ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆♥❞❡r❡
P❡rs♦♥❡♥ ✇❛r❡♥ ❛♥ ❞❡r ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤✲♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t ❜❡t❡✐❧✐❣t✳
■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❤✐❡r❢ür ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❡♥t❣❡❧t❧✐❝❤❡ ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❱❡r♠✐tt❧✉♥❣s✲ ❜③✇✳ ❇❡r❛t✉♥❣s❞✐❡♥✲
st❡♥ ✭Pr♦♠♦t✐♦♥s❜❡r❛t❡r ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡r P❡rs♦♥❡♥✮ ✐♥ ❆♥s♣r✉❝❤ ❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ◆✐❡♠❛♥❞ ❤❛t ✈♦♥ ♠✐r
✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ♦❞❡r ♠✐tt❡❧❜❛r ❣❡❧❞✇❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❢ür ❆r❜❡✐t❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t
❞❡♠ ■♥❤❛❧t ❞❡r ✈♦r❣❡❧❡❣t❡♥ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ st❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ✇❡❞❡r ✐♠ ■♥✲ ♥♦❝❤ ✐♠ ❆✉s✲
❧❛♥❞ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ♦❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡r ❋♦r♠ ❡✐♥❡r Prü❢✉♥❣s❜❡❤ör❞❡ ✈♦r❣❡❧❡❣t✳ ■❝❤ ❜✐♥ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥❣❡✇✐❡s❡♥
✇♦r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❯♥r✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞❡r ✈♦rst❡❤❡♥❞❡♥ ❊r❦❧är✉♥❣ ❛❧s ❚ä✉s❝❤✉♥❣s✈❡rs✉❝❤ ❜❡✇❡rt❡t ✇✐r❞
✉♥❞ ❣❡♠äÿ ➓ ✼ ❆❜s✳ ✶✵ ❞❡r Pr♦♠♦t✐♦♥s♦r❞♥✉♥❣ ❞❡♥ ❆❜❜r✉❝❤ ❞❡s Pr♦♠♦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥s ③✉r ❋♦❧❣❡
❤❛t✳
■❧♠❡♥❛✉✱ ✶✺✳ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✾
✭❖rt✱ ❉❛t✉♠✮ ✭❉❛✈✐❞ ❍❡✐♥❡♠❛♥♥✮
❈❤❛♣t❡r ✽ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬❆❑▼❯✶✻❪ ❊ ❆❧✐✱ ❊♥❣r ❙❛❥✐❞ ❯❧❧❛❤ ❑❤❛♥✱ ❊♥❣r ▼✉❤❛♠♠❛❞ ❩❛rr❛r ▼❛❤♠✉❞✐✱ ❛♥❞ ❘❛❤♠❛t
❯❧❧❛❤✳ ❆ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋❆❙❚✱ ❙❯❘❋✱ ❊✐❣❡♥✱ ❍❛rr✐s✱ ❛♥❞ ▼❙❊❘ ❋❡❛t✉r❡s✳ ■♥t✳ ❏✳
❈♦♠♣✉t✳ ❊♥❣✳ ■♥❢✳ ❚❡❝❤♥♦❧✱ ✽✭✻✮✿✶✵✵✕✶✵✺✱ ✷✵✶✻✳
❬❆▲❉❋✾✹❪ ❆❜❞❛❧♠❛❥❡✐❞ ▼✳ ❆❧②❛ss✐♥✱ ❏❛❝❦ ▲✳ ▲❛♥❝❛st❡r✱ ❏✳ ❍✉♥t❡r ❉♦✇♥s✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❚✳ ❋♦①✳
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞
✈♦❧✉♠❡✳ ▼❡❞✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✶✭✻✮✿✼✹✶✕✼✺✷✱ ❥✉♥ ✶✾✾✹✳
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g−1
∑
i=0
g−1
∑
j=0
(i− j)2Pδ(i, j) ✭❆✳✶✮
❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✿
CORδ =
∑g−1
i
∑g−1
j (ijPδ(i, j)− µδxµδy )
σδxσδy
✭❆✳✷✮
❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❱❛r✐❛♥❝❡✿
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1 + (i− j)2
✭❆✳✻✮
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1
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